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ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 
ФУНКЦИИ ОДНОЙ НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 


ОТДЕЛ 1 
ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 


$ 1. Вещественные числа 


1°. Метод математической индукции. Чтобы 
доказать, что некоторая теорема верна для всякого натурального 
числа п, достаточно доказать: 1} что эта теорема справедлива для 
п =1и_22) что если эта теорема справедлива для какого-нибудь 
натурального числа п, то она справедлива также и для следующе- 
го натурального: числа п -{ 1. 

2°: Сечение. Разбиение рациональных чисел на два клас- 
са Ди В называется сечением, если выполнены следующие усло- 
вия: 1) оба класса не пусты; 2) каждое рациональное число по- 
падает в один и только в один класс и 3) любое число, принадле- 
жащее классу А (нижний класс), меньше произвольного числа, 
принадлежащего классу В (верхний класс). Сечение А/В опреде- 
ляет: а) рациональное число, если или нижний класс А имеет наи- 
большее число или же верхний класс В имеет наименьшее число, и 
6) иррациональное число, если класс А не имеет наибольшего 
чнсла, а класс В — наименьшего числа. Числа рациональные и 
нррациональные носят название вещественных или действитель- 
ных *). 

3°. Абсолютная величина. Если х — вещественное 
число, то абсолютной величиной| х| называется неотрицательное 
число, определяемое следующими условиями: 


—х, если х<0; 
1] = 
х, если х>0. 


Для любых вещественных чисел хи у имеет место неравенство 


феррари а + 191. 


4°, Верхняя и нижняя грани. Пусть Х = {х}— 
ограниченное множество вещественных чисел. Число 


т = ИИ (х} 


называется нижней гранью множества Х, если: 


*) В дальнейшем под словом число мы будем понимать 
вещественное число, если не оговорено противное. 
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1) каждое хЕХ"*) удовлетворяет неравенству 
х>т; 
2) каково бы ни было е > 0, существует х’ЕХ такое, что 
х<т-е 
Аналогично число 
М == зир {х} 


пазывается верхней гранью множества Х, если: 
1) каждое хЕХ удовлетворяет неравенству 


хм, 
2) для любого е >> 0. существует х”ЕХ такое, что 
х > М—&. 


Если множество Х не ограничено снизу, то припято говорить, 
что 


Е (х} = — ©; 
если же множество Х не ограничено сверху, то полагают 
$ир {х} = + о. 


5°. Абсолютная и относительная погреш . 
ности. Если а (4 52 0) есть точное значение измеряемой вели. 
чины, ах — приближенное значение этой величины, то 


А = |х— а] 


называется абсолютной погрешностью, а 


А 
1а] 


— относительной погрешностью измеряемой величины. 

Говорят, что число х имеет п верных знаков, если абсолютная 
погрешность этого числа не превышает половины единицы раз- 
ряда, выражаемого л-й значащей цифрой. 


Применяя метод математической индукции, доказать, 
что для любого натурального числа п справедливы сле- 
дующие равенства: 


1 Чо. аа". 


*) Запись хеХ означает, что число х принадлежит множе- 
ству Х. 


$ 1. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ЧИСЛА 9 
2. 1% -- 4+ п? = п (п -=- 1) (21+ 1} 
Е и 
3. 1, = (1424, .. 4). 
4. а... +21 = 2" — |, 
5. Пусть &"! = а(а—!)... а— п— 11] и 
ай = 1. 
Доказать, что (а-- 5)! = — Ста"—"Ы"1, где. С” — 


число сочетаний из п элементов, по т. Вывести отсюда 
формулу бинома Ньютона. 
6. Доказать неравенство Бернулли: 


(1 х,) 1 + хх)... (+) > 
А-а. Нм... -+х.. 


где х, Хх, .... Х. — Числа одного и того же знака, 
большие — 1. 

7. Доказать, что если х > —1, то справедливо не 
равенство 


(1-х) >11 и, 
причем знак равенства имеет место лишь при х == 0. 
8. Доказать неравенство 
п! \" 
т<(-—— ) при >11. 


Указание. Использовать неравенство 


(4) ‘= (1+— Е = >2 и=ьо...). 
9. Доказать неравенство 
2.4. .. (211 > К -- 1" при п>1. 
10. Доказать неравенство 
| 21 — 
= 
10.1. Доказать неравенства: 


1 
в: ++ хе а" >/\п (п>2) 
6) п? > (п +1)” п>3): 
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в) (5. ») 
о и 
г) (2и1 < 2 (п, 


п 
< я зп О<жФя; 
= 


11. Пусть с — положительное число, не являющееся 
точным квадратом целого числа, и А/В — сечение, опре- 
деляющее вещественное число ^/с, где в класс В входят 
все положительные рациональные числа 6 такие, что 
5*> с, ав класс А — все остальные рациональные числа. 
Локазать, что в классе А нет наибольшего числа, а 
в классе В нет наименьшего числа. 


12. Сечение А/В, определяющее число и 2, строится 
следующим образом: класс А содержит все рациональные 
числа а такие, что а3 < 2; класс В содержит все осталь- 
ные рациональные числа. Доказать, что в классе А нет 
наибольшего числа, а в классе В — наименьшего. . 

13. Построив соответствующие сечения, доказать ра- 
венства: 


а) 2-8 =^18; 6 23 =. 


14. Построить сечение, определяющее число 2%7. 

15. Доказать, что всякое непустое числовое множе- 
ство, ограниченное снизу, имеет нижнюю грань, а всякое 
непустое числовое множество, ` ограниченное сверху, 
имеет верхнюю грань. 

16. Показать, что множество всех правильных раци- 
ональных дробей т/п, где ти п — натуральные числа и 
0 < т < п, не имеет наименьшего и наибольшего эле- 
ментов. Найти нижнюю и верхнюю грани этого мно- 
жества. 

17. Определить нижнюю и верхнюю грани множества 
рациональных чисел г, удовлетворяющих неравенству 
ва. 

18. Пусть {—х} — множество чисел, противополож- 
ных числам хЕ{х}. Доказать, что 


а) 111 {—х} = —зир {х}; 6) зир{—х} = — Ш {х}. 


19. Пусть {х -- у} есть множество всех сумм 
& | у, где хЕ {х} иу {и}. 


$ ! ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ЧИСЛА И 


Доказать равенства: 
а) 1пЁ {х -- у} = 11Ё{х} + Е 
6) зир {х - и} = зир {х} - зир {и}. 
20. Пусть {хи} есть множество всех произведений ху, 
где хЕ {х} иуЕ(у}, причем х > Обиу> 0. 
Доказать равенства: 
а) тЁ {ху} = Нх}-тЕ {у}; 
6) зир {ху} = зир{х}-$ир {и}. 
21. Доказать неравенства: 
а) |х — у] 2х! — [91 
6) хх +... Ех > 
2х1 — (ж. | -+... 1% 


Решить неравенства: 

22. [х--11< 0,01. 23. |х—2] > 10. 

24. |х|>1х- | 25. [2х—11<х—1|. 

26. [х--2|--|х—2| < 12. 27. [х--21—1х0>1Т. 
28. 1х1 х— 1 29. |х(1—х)|< 0,05. 
$30. Доказать тождество 


( к )=( кт у=»=. 


31. При измерении длины в 10 см абсолютная погреш- 
ность составляла 0,5 мм; при измерении расстояния 
в 500 км абсолютная погрешность была равна 200 м. 
Какое измерение точнее? 

32. Определить, сколько верных знаков содержит 
число х == 2,3752, если относительная погрешность этого 
числа составляет 1 %? 

33. Число х = 12,125 содержит 3 верных знака. 
Определить, какова относительная погрешность этого 
числа. 

34. Стороны прямоугольника равны: 


Х == 2,50 см - 0,01 см, у = 4,00 см -- 0,02 см. 


В каких границах заключается площадь $ этого прямо- 
угольника? Каковы абсолютная погрешность А и относи- 
тельная погрешность 6 площади прямоугольника, если 
за стороны его принять средние значения? 
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35. Вес тела р = 12,59 гс + 0,01 гс, а его объем 
о == 3,2 смЗ - 0,2 смз. Определить удельный вес тела 
и оценить абсолютную и относительную погрешности 
удельного веса, если за вес тела и объем его принять 
средние значения. 

36. Радиус круга г = 7,2 м + 0,1 м. С какой мини- 
мальной относительной погрешностью может быть опре- 
делена площадь круга, если принять л == 3,142 

37. Измерения прямоугольного параллелепипеда 
суть: 


я = 24,7 м = 0,2 М, 
р 6,5 м = 0,1 м, 
2 = 12 м4 0,1 м. 


| 


В каких границах заключается объем о этого параллеле- 
пипеда? С какими абсолютной и относительной погреш- 
ностями может быть определен объем этого параллеле- 
пипеда, если за его измерения принять средние значения? 

38. С какой абсолютной погрешностью следует изме- 
рить сторону квадрата х, где 2 м«х<3м, чтобы 
иметь возможность определить площадь этого квадрата 
с точностью до 0,001 м?? 

39. С какими абсолютными погрешностями А доста- 
точно измерить стороны х и у прямоугольника, чтобы 
площадь его можно было. вычислить с точностью до 
0,01 м?, если ориентировочно стороны прямоугольника 
не превышают 10 м каждая? 

40. Пусть 6 (х) иб (у) — относительные погрешности 
чисел х и у, 6 (ху) — относительная погрешность числа 


ху. 
. Доказать, что 8 (ху) < 6 (х) +6 (и) + 6 (х)6 (9. 


$ 2. Теория последовательностей 


1°, Понятие предела последовательно - 
сти. Говорят, что последовательность ху, хо, ..., Хиль + +, ИЛИ 
иначе хи (п = 1, 2,...), имеет своим пределом число а (короче, 
сходится к а), т. е. 


Вт хп = а, 
по 


если для любого = > 0 существует число М = М (г) такое, что 


фл — @| <е при п > М. 
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В частности, х» называется бесконечно малой, если 


17 хи == 0. 
п-ьоо 


Последовательность, не имеющая предела, называется расходя- 
щейся. 


2°. Признаки существования предела, 


1) Если 
Уп З хи < 21 
| 
Йт ул = НМ 21 ==С, 
По Пос 
то 
Им хи == с. 
по 


2) Монотонная и ограниченная последовательность имеет 
предел. 

3) Критерий Коши. Для существования предела 
последовательности хи необходимо и достаточно, чтобы для лю- 
бого = > 0 существовало число № == М (2) такое, что 

[Хи — Хи+р | “Че, 
если’ только п > Мир> 0. 

3°. Основные теоремы о пределах после- 

довательностей. Предполагая, что существуют 


Ит хи Итул, 
по 2 
имеем: 
1) если хи ул, то Нм ха = Ит у; 
п о - 


2) Ит (хп = ул) = Им ха Ит ул 
Г. П-+со пс 


3) Ит (хуи) = Ит хл Ит ил; 
п п—оо 


П—>00 
Вт ха 
4) Нт п, если Пт ул 520. 
пью Ил Нм ул П-коо 
пс 


4°. Число е. Последовательность 
1 в 
(1+) по...) 
, п 


имеет конечный предел 


п 
Нт (1+--) же == 2,718 281 8284... 


Во 
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5°. Бесконечный предел. Символическая запись 


Им хр == со 
а, 


обозначает, что, каково бы ни было Е >> 0, существует число 
№ = М (Е) такое, что 


к >Е при п> М. 


6°. Предельная точка. Число Ё (или символ оо) 
называется частичным пределом (предельной точкой) данной 
последовательности х„ (п= 1, 2,...), если существует ес 
подпоследовательность 


Хр, Хр, = ‹. +, Хр: › .. 1=р<р.< .. .) 
такая, что 
Ни хр, ==, 
п-ьоо 


Всякая ограниченная последовательность имеет по меньшей 
мере один конечный частичный предел (принцип Больцано — Вей- 
ериитрасса). Если этот частичный предел единственный, то он же 
является конечным пределом данной последовательности. 

Наименьший частичный предел (конечный или бесконечный) 
последовательности хл 


Им хр 
По 


называется нижним пределом, а наибольший частичный предел ев 


И Ха 
п--> 


называется верхним пределом этой последовательности. 


Равенство 
И ха = Им хь 
15 п—5 


является необходимым и достаточным условием существования 
предела (конечного или бесконечного) последовательности хаь 


41. Пусть 


п 
Хт +1. (п=1, 2... .). 
Доказать, что 
Пт ха =Ь 
п->о 


определив для каждого = >> О число № = М (=) такое, что 


1% — ИП <», если п> М. 
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Заполнить следующую таблицу: 


[5 
> 
вы 


| 0,01 


т 
0,001 | 0,0001 


ОИ НИ 


42. Доказать, что х„ (п = 1, 2,...) есть бесконечно 
малая (т. е. имеет предел, равный 0), указав для всякого 
= >> 0 число, М == М (=) такое, что |х„| < = при п > М, 
если 


в а ЗА: 
а) х„ = ; 0 ж= И. 
в) х.= : Г) хм=(—1)^-0,999^. 


Для каждого из этих случаев заполнить следующую 
таблицу: 


ё | 0,1 | 0,001 | 0,0001 | ... 


43. Доказать, что последовательности 

а) х, =(—1)" п, 6) ОУ", в) х.= 18 (вп) (п>2) 
имеют бесконечный предел при п — со (т. е. являются 
бесконечно большими), определив для всякого Е > 0 
чиело № = М (Е) такое, что [х„| > Е при п > М. 


Для каждого из этих случаев заполнить следующую 
таблицу: 


м 


Е | 0 | 100 | 1000 | 10000 | а 
Е ИИ 
44. Показать, что х. = п!" (п=1,9,...) не 


ограничена, однако не является бесконечно большой 
при п > ©. 
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45. Сформулировать с помощью неравенств следую- 
щие утверждения: 
а) Нтх, = оо; 6) Итх, = — о; в) Пт хи = + 00. 
По 


п>оо 


Предполагая, что п пробегает натуральный ряд чисел, 
определить значения следующих выражений: 


38. И. 47. Ит (Уп Г -—л^Ип ). 
п-ью  П"-1 п 
Е 
48. пп У” 9 о кн ое 
п оо п! по (— 2+ -- ЗП 
50. (о |6 |< 1. 


пы И... 
ок. ). 
ы 


Пос п? п? 

52. Пт а а Вы ОД (— 1)" , 
пс п п п п 

53. Нт Вы ]. 
Пос п пз п 

54, то [И.И]. 
П-о из 13 пз 
: | 3 5 21 —1 

55. 1 а з 
и ) 
. ] 1 1 

56. | [--= Аа, ]. 
—_ 1.2 е а т + п (1-1 


57. ит (УР У2 У? .. (2). 


Доказать следующие равенства: 


о о 
60. ит "0 (@>1. 61. ша" =0. 
62. ИИ ид" = 0, если |9|1<1. 
68. Пт Уа =! (а->0). 64. т вт 0 (>1. 
65. Нт Уп =1. 66. т =0, 


п-+оо п->оо У [1 
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67. Какое выражение больше при достаточно боль- 
ших п: 
а) 100 -- 200 или 0,017?2; 6) 2" или п199?; 
в) 1000” или п!? 
68. Доказать, что 
пт (--—.- 8, ие) =0. 
по 2 4 21 
Указание. См. пример 10. 


69. Доказать, что последовательность 
ж= (1+-—-). (п=1, 2, ® .) 
п 


монотонно возрастает и ограничена сверху, а последо- 
вательность 


и=(1+—-)* и=1, 2...) 


монотонно убывает и ограничена снизу. Отсюда вывести, 
что эти последовательности имеют общий предел 


Нт (. +=) = ( а ве. 


п>с в>с® 


Хп+1 Уп 


’ 
Хп Уп—1 


Указание. Составить отношения и восполь- 


зоваться неравенством примера 7, 
70. Доказать, что 


оу в-ьа.. 
я® 
При каких значениях показателя п выражение (1 +— 


будет отличаться от числа е меньше чем на 0,001? 

71. Пусть р,/(п =1, 2...) — произвольная по- 
следовательность чисел, стремящаяся к --с°, и ди (п = 
=], 2,...) — произвольная последовательность чисел, 


стремящаяся к — © (ри, 9,6 [—1, 0]). Доказать, чте 
ит 1+)” +)" = 


п Ра По бл 


п 
72. Зная, что Ит 1+--) =е, доказать, что 
п 


по 


Шт (1+ и... + =е. 


по 


18 ОТДЕЛ Т. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 


Вывести отсюда формулу 
1 1 | 0, 
а а о 


где 0< 0, < 1, ивычислить число е с точностью до 10-?. 
73. Доказать, что число е иррационально, 
74. Доказать неравенство 


п \" п \ 
(-=-) <т<е(-,-) . 
75. Доказать неравенства: 
1 1 1 
а) Е <в(1+--)<--, 
где п — любое натуральное число; 
б) 1 +а<г, 


где © — вещественное число, отличное от нуля. - 
76. Доказать, что Нл (а"" — 1) = ша (а> д), 


п—оо 


где 11 аесть логарифм числа а при основании е=2,718... 


Пользуясь теоремой о существовании предела моно- 
тонной и ограниченной последовательности, доказать 
сходимость следующих последовательностей: 


77. жа = ро + ат Ра (п=1, 2,. « .), 


107 
где р; (1 = 0, 1,2,...) — целые неотрицалельные чис- 
ла, не превышающие 9, начиная с р\. 
ВЕ ОЕ 
1—1 


79. о. чт (1->). 
80. «= (1+-—)(1+--)...(1+—)- 


81. х: = 4/9, х=^/2+5,. ОВК 1 Я, = 


Ве ТЯ хз е 
п корней 


Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость сле- 
дующих последовательностей: 
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82. х = %-а:9 +... Над", 
где [ак |< М (=0, 1,2,...)и [91<1. 


эт 1 эт 2 яп п 
83. а: 
и с0$ 21 50$ п! 
р 
.. 1.2 т 2.3 ы ы в(п+ 1) 


1 1 1 
85. х„ = Е ие Е: 
Указание. Воспользоваться неравенством 


1 | 
ЖЕ Пт п=2, 3...). 


86. Говорят, что  последовательность х„ (п = 1, 
2, ...) имеет ограниченное изменение, если существует 
число С такое, что 


хаха] + | —х.| + ` Е — хи < С 
(п =2,3,...). 


Доказать, что последовательность с ограниченным из- 
менением сходится. 

Построить пример сходящейся последовательности, 
не имеющей ограниченного изменения. 

87. Сформулировать, что значит, что для данной по- 
следовательности не выполнен критерий Коши. 

88. Пользуясь критерием Коши, доказать расходи- 
мость последовательности 


же ++... +. 


89. Доказать, что если последовательность х„ (п == 
=1,2,...) сходится, то любая ее подпоследователь- 
ность х,, также сходится и имеет тот же самый предел: 

1 Хр, = ИП Хи. 
2 п 

90. Доказать, что монотонная последовательность 
будет сходящейся, если сходится некоторая ее подпосле- 
довательность. 

91. Доказать, что если Шт х, == а, то 


по 


Нт || =[а|. 
п-ю 
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92. Если х, —> а, то что можно сказать о пределе 


. Хх 
пт —И 2 
>>] Хпв 


93. Доказать, что сходящаяся числовая последова- 
тельность ограничена. 

94. Доказать, что сходящаяся числовая последова- 
тельность достигает либо своей верхней грани, либо своей 
нижней грани, либо той и другой. Построить примеры по- 
следовательностей всех трех типов. 

95. Доказать, что числовая  последовательность 
х. п=12,...), стремящаяся к -- со, обязательно 
достигает своей нижней грани. 


Найти наибольший член последовательности х„ (п = 
=], 2,...), если: 
5.98. к 000" 
100 -- п п! 


96 м 
. Ха с. 97. х.= 


Найти наименьший член последовательности хи (п = 
== 1, 2,...), если: 


99. хи == п? — Эл — 100. 100. х.=п- 


100 
РЕ 


Для последовательности х‚ (п = 1, 2,...) найти 
Ех», зир х„, Им х, и Ишх, , если: 


1—0 п>о 
1 3 

101. ж=1———, 0 ж=(-— 1" (2+). 

_ 1" 1+ (= 1" 
п 

ть п пл 
103. х.=1- РЕ с0$ В 
п (п) 

104. х„=1-+2(— 1)" +3. (—1 * 

ое =(— 1)" 
05. х„= ЕЕ с0$ Е 106. х.=(—1)"п. 


107. „= —1п[2+(—1)"]. 108. х„ = п", 
Е пл 1 
109. хх = 1-15 р] . 110. = 
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Найти Итох, и Им х,, если: 


и п-+о 
р ее 
1+ п 3 
112. = (1+) <" яп т: 
п 4 
113. ЖИ 92 —И 
п! 4 


14. деУТансйт. ИБ. д, со", 


Найти частичные пределы следующих последователь- 
ностей: 


1 1 1 з 1 7 1 
116. —, — ей аи: ие ЕЕ В т. 
2 2 4’ 4’ 8 8 о’ 
2—1 
р фроое 
1 1 1 1 1 1 
117. м, и, м, И, че — 
2 +> Е 1 т" 
1 1 1 1 1 1 | 
4 , и Е 4 ‚ 3 + 7 , 5 хз о.е 
1 1 1 ! 1 
ме И а ее 
в в 2 в п—1 в 
И АК 
п 1 фоое 
1 1 2 1 2 Е] 1 
о 
а: о а" ны“ 
а 
5 ’ 5 , 5 уфроое 


119. ж=3.(1——-)-+2(-—1^. 


120. х.= — (@-+-5)-(—1"а— 8). 


121. Построить пример числовой последовательности, 


имеющей в качестве своих частичных пределов данные 
числа 


а:, а, оз ар. 
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122. Построить пример числовой последовательности, 
для которой все члены данной числовой последователь- 
ности 


а:, а. ... @л» вое 


являются ее частичными пределами. Какие еще частич- 
ные пределы обязательно имеет построенная последова- 
тельность? 

123. Построить пример последовательности: 

а) не имеющей конечных частичных пределов; 

6) имеющей единственный конечный частичный пре- 
дел, но не являющейся сходящейся; 

в} имеющей бесконечное множество частичных пре- 
делов; 

г) имеющей в качестве своего частичного предела 
каждое вещественное число. 

124. Доказать, что последовательности х, И и» = 


и: 
=хуИп п=12,...) имеют одни и те же частичные 


пределы. 
125. Доказать, что из ограниченной последователь- 
ности х, п =1,2,...) всегда можно выделить сходя- 


щуюся подпоследовательность х„, (п = оны а) 


126. Доказать, что если последовательность хи (п == 
=], 2,...) не ограничена, то существует подпоследо- 
вательность х„, такая, что ШП Хр, == 09. 

по 

127. Пусть последовательность х„ (п =1,2,...) 
сходится, а последовательность ии (п = 1, 2,...) рас- 
ходится. Что можно утверждать о сходимости последо- 
вательностей: 


а) хо нЕ У"; 6) Хил? 


Привести соответствующие примеры. 

128. Пусть последовательности х» и и п =1, 
2,...) расходятся. Можно ли утверждать, что последо- 
вательности 


а) х„ + у»; 6) хил 


также расходятся? Привести соответствующие примеры. 
129. Пусть Им х„ =0, и и (п=1, 2 ...)— 
а 


произвольная последовательность. Можно ли утвер- 
ждать, что Ит ху, = 0? Привести соответствующие 


П—>о 


примеры. 
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130. Пусть 
т ХпУл = 0. 


п>> 
Следует ли отсюда, что либо Ит хил == 0, либо Иш у„== 0? 
п>о п>оо 
=> п (1 
Рассмотреть пример: х„ = Е, Ув = о 


2 2 
(п = 1, 2, оо ). 
131. Доказать, что 


а) Пт ха -- Нт у, < Шт (хи Е у) < Ит х,-- п у, 
РТВЕР ЕЕ ЕЖЕ ты п>> 


п--00 п>> >> п>> 


6) ип х.-Н п у, < п (у) < п хи + т д 


По п-> по 


Построить примеры, когда в этих соотношениях 
имеют место строгие неравенства. 

132. Пусть х„>20ии, > 0 (1п=1,2,...). Доказать, 
что 


а) Иа. Ииту» < Ш (хХлун) < Ни ха Пт 


по о пох а) 2 


Н 


6) Нил ха. Пт у, < < т (ху) < < т ха ЛИ ум. 
ет >> п->> 
Построить примеры, когда в этих соотношениях 
имеют место строгие неравенства. 
133. Доказать, что если Ит х„ существует, то, какова 


П—со 


бы ни была последовательность у, (п= Ц, 2,...), 
имеем: 


а) Ит (х„- у) == Ит хи -Е Шт ув 
п>> п>> п 
и 


6) Пт (ну) = Пт ха. Пт ул (Хх, 20). 
П-ьсо 
134. Доказать, чтоесли для некоторой последователь- 
ности х‚ (п=1,2,...), какова бы ни была последователь- 


ность у, (п = 1, 2,...), имеет место по меньшей мере 
одно из равенств: 


а) т (ха -- у) = Пт ха + Пт ул 


п>5 
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ВлИ 
6) Ит (ху) = йт х,.Нт у, (х„>0), 
по по п-—<> 


то последовательность х„ — сходящаяся. 


135. Доказать, что если х„ >0 (п=1,2,...) в 
м ха. Вт и 1, 
р --] 1-м Хл 


то последовательность х„ — сходящаяся." 
136. Доказать, что если последовательность х„ (п = 
=|, 2,...) ограничена и Ит (х,+:—х,) =0, то ча- 
пс 


стичные пределы этой последовательности расположены 
всюду плотно между ее нижним и верхним пределами: 
= Ито хо и Г=ИЙМт х, 
ях» П> оо 
то есть любое число из отрезка [/, [.| является частич- 
ным пределом данной последовательностн. 
137. Пусть числовая последовательность хи, х.,... 
.:.» Хи, ‹ ‚. Удовлетворяет условию 


и - хи (т п=Ь 2... .). 
ы.] 


Доказать, что Ит 


песо 


138. Доказать, что если последовательность хи (п = 1, 
2....) сходится, то последовательность средних ариф- 
четических 


а, + о + х.) (п=1, 2,.. . в) 


Также сходится и 


а а м, их, 


Пос п П-+ ос 


существует. 


Обратное утверждение неверно: построить пример. 
139. Доказать, что если Ит х„ = -- ©, то 
пс 
Пт ж-Н ха. .- -хв 
П-роо п 


140. Доказать, что если последовательность хи (п = 
=1, 2,...) сходится и х, >0, то 


== = оо. 


т р 
Пт Ух... = ИТ, 
по 


п» 
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141. Доказать, что если х„ >0 п=1Ь2,...), то 


. т— р х 
НХ, = Ни — И 
пс П-ьсо Хв 
предполагая, что предел, стоящий в правой части по- 
следнего равенства, существует, 
142. Доказать, что 


п 


Нт 


пос 


=е. 

Ут 

143. Доказать теорему Штольца: если 
а) Ут+1 > (п = 1, 2, .. .); 


9 Пти = 4%, в) существует Ит Аи, 
п-ьсо > Ул: — Ип 


то 
т = т АЕ Ая. 
1-ю Уп п-+оо Уп+1 — Уп 
144. Найти: 
а) 6) „И. в” 
п п 
145. Доказать, что если р — 7 атуральное число, то 
в п 
п-оо пР+\ р-ИЕ ' 
6) Вт ( РЕ... р п )=-=. 
6-0 ПР р-+1 2 
в) Нм РЗ... - (28 — ПР = РЯ 
П-ьсо пР+1 р-\ 


146. Доказать, что последовательность 
ж=1+- ++... + мп п=ьо,...) 


сходится. 
Таким образом, имеет место формула 


+... 4-1 =С+Ша-е, 
2 3 п 


где С = 0,577216...— так называемая постоянная 
„Эйлера и = —> 0 при п -— ©. 


147. Найти 1 ь (+ -Ь). 
аити мы в--1 ЧТ +) 
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148. Последовательность чисел х„ (п=1, 9,...) 
определяется следующими формулами: 


жа, х=6, даете (п=3, 4,...). 


Найти Ит хи. 


п-2 
149 (н). Пусть х, (п=1,2,...) — последователь- 
ность чисел, определяемая следующей формулой: 


(+ : ) пб Е) 


п 


%№>0, хил = 


Доказать, что Нт хх, =1. 


по 


150. Доказать, что последовательности хи И ул (п = 
=], 2,...), определяемые следующими формулами: 
хп уп : 

2 


х=а, И=Ь жы = Аха ‚ Упа= 
имеют общий предел 
в (а, 5) = т х, = Шт ул 
ис п 
(арифметико-геометрическое среднее чисел а и 0). 


$ 3. Понятие функции 


1°. Понятие функции. Переменная у называется 
однозначной функцией [ от переменной х в данной области из- 
менения Х = (х}, если каждому значению х С Х ставится 
в соответствие одно определенное действительное значение 
у =} (х). принадлежащее некоторому множеству У = (у}. 

Множество Х носит название области определения или об- 
ласти существования функции [(х); У называется множеством 
значений этой функции. . 

В простейших случаях множество Х представляет собой 
или открытый промежуток (интервал) ]|а, [= (а, 65): 
а < х< В или полуоткрытые промежутки 


фа, 6] = (а, 6]: азхзь [а В[=1а, В: азх<ь, 


или замкнутый промежуток (сегмент) [а, 5]: аз х=, где 
аи $ — некоторые вещественные числа или символы — со и 
- со (в последних случаях равенства нсключаются). Если каж- 
дому значению х из Х соответствует одно или несколько. зна- 
чений у == [| (х), то у называется многозначной функцией от х. 

2. Обратная функция. Если под х понимать 
любое значение, удовлетворяющее уравнению 


Ка) = у, 
хде у — фиксированное число, принадлежащее множеству зна- 
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чений У функции /[ (х), то это соответствие определяет на мно- 
жестве У некоторую, вообще говоря, многозначную функцию 


х == [- Чу), 


называемую обратной по отношению к функции {(х). Если 

ункция у == } (х) монотонна в строгом смысле, т. е. [ (х.) >| (х1) 
или соответственно | (х.) < #(х,)) при хо > ху. то обратная 
функция х = [1 (1) является однозначной и монотонной в том 
же смысле. 


Определить области существования следующих функ: 


ЦИИ: 


151. у. 152. уе. 


1-х 


153. о-е-э^/-Е= е 
154. а) у= 106 (3—4); 6) у=10в (х--2) 108 (х—2). 


155. у=А/чп (\/х). 156. у=соз м. 


157. у= 5 м =). 158. у= 


х 
ее 
т лх 

2х 


159. у== агс п 160. и= агссо$ (2 т х, 


161. у= 15 [с0$ (16 х)]. 162(н). у= (х-Н|х |) /хяплх. 
163. у == сы лх-+ агссо$ (2*). 

164. у= агсут (1 —х) 1 (2х). 165. и= (2х) 
165.1. у= ю6.10531054.х. — 165.2, у= УЕ 4х. 
165.3. у=л/зт2х -+- л/а 3х (0 <х<2л). 


Определить области существования и множество 
значений следующих функций: 


166. у=л/2-х—. 167. у=1а (1—2 с0$ х). 
2х : х 
-. 169. у=агсыт (в—_). 


168. у = агссо$ 


170. у=(— 1). 


171. В треугольник АВС (рис. 1), основание кото- 
рого АС = фи высота ВО == й, вписан прямоугольник 
КЕММ, высота которого ММ == х. Выразить периметр 
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Р прямоугольника К.ММ и его площадь $ как функ 
ции от х. 
Построить графики функций Р =Р (х) иб =5 (1). 


172. В треугольнике АВС сторона АВ = 6 см, сто- 
она АС = 8 см и угол ВАС = х. Выразить ВС =а 
и площадь АВС = $ как функции переменной х. По- 
строить графики функций а = а (х) и $ = $ (х). 
173. В равнобедренной трапеции АВСО (рис. 2), 
основания которой АД = аи ВС == 6 (а>5), а высота 
НВ = #, проведена прямая ММ || НВ и отстоящая о? 


вершины А на расстоянии АМ = х, Выразить пло- 
щалдь 5 фигуры АВММА как функцию переменной 
х. Построить график функции: $ == 5 (х). 

174. На сегменте О<х<! оси Ох равномер- 
во распределена масса, равная 2 г, а в точках этой 
оси х=2 и х= 3 находятся сосредоточенные массы 
20] г в каждой. Составить аналитическое выражение 
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функции т=т (5) ([-ю<х<+ 9), численно 
равной массе, находящейся в интервале (— 0 ‚ х), 
и построить график этой функции. 
175. Функция у == зп х определяется следующим 
образом: 
—1, если х< 0; 


591 х = 0, если х=0; 
1, если х>0. 
Построить график этой функции. Показать, что 
1х| = х $61 х. 


176. Функция у == [х] (целая часть числа х) опре- 
деляется следующим образом: если х == п - г, где п — 
целое число и 0 <г< 1, то [х] = п. 

Построить график этой функции. 

177. Пусть 


у=я(х) (>20) 
обозначает ЧИСЛО простых чисел, не превышающих 


числа х. Построить график этой функции для значений 
аргумента 0 < х < 20. 


На какое множество Е, отображает множество Е» 
функция у = {(х), если: 


178(н). у=х, Е, ={—1<х<?}. 
179. у= 5х, Е; = {1Ю<х< 1000}. 
180. у=— аг4ех, Е’ ={— 00 <х<-- оо}. 


Л. 


- ‚ Е, ={0<|х|< 1}. 


182. у=|х| Е, ={1<|х|< 2}. 


Переменная х пробегает интервал 0 < х<1. Ка- 
кое множество пробегает переменная у, если: 


181. у=ев 


183. уза-+6-ах. 184. у. 


1-х 
185. у= = —. 188, у=их— я. 


187. ус пх. 188. у=х- [2%|. 
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189. Найти 10, КО, Е(2), Е (3), [ (4), если | (х) = 
== х— 6х3 -- 11х*— 6х. 
190. Найти гв 1), #(— 0,001), (00), если | (х) = 


г т а к (0,9), [(0,99), [(0,999), [(1), если 
"12. На ти 1-2), Е, ГО), #0, Е), если 


1+х при —©<<х<0, 
Г) = | при 0<х< +. 
193. в (0), 1-х, «+1 Го 
ее 
Н®) = 


= | 


1 ь 

194. Найти значения х, для которых: ПЕ® = 0: 
2) [(х>) > 0; 3) [(х) < 0, если: 

а) [(х)=х—х; 6) К =т-—; 

в) [(х) = (х-- 1х0 —х). 

195. Найти = ЕТ-Н®_ ‚ если: 


а) | (*) = ах +5; 0) [(«) = х; в) Г) = а". 
196. Пусть [| (%) = ах? - 6х о Показать, что 


[+3 =“ -+2+ЗУ(-+1-—[&)=0 

197. Найти целую линейную функцию ] (х) == ах -+ 6, 
если / (0) = —2 и [(3) =5. 

Чему равны { (1) и [ (2) (линейная интерполяция)? 

198. Найти целую рациональную функцию второй 
степени: [ (х) = ах? -- фх + с, если 

[(— 2) =0, 10) = [0 =5. 

Чему равны | (— 1) и { (0,5) (квадратичная интерпо- 
ляция)? 

199. Найти целую рациональную функцию третьей 


степени: 
Нх) =ае- ва - сх а, 


если [(—1=0, [(0) =2, [()=-—3 [@)=5. 
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200. Найти функцию вида }(х) = а -+ №*, если 
Р(0) = 15, { (2) = 30, [ (4) = 90. 
201. Доказать, что. если для линейной функции 


Р(х) = ах +6 


значения аргумента х=х, п=1, 2,...) образуют 
арифметическую прогрессию, то соответствующие зна- 
чения функции у, = [(х.) (п=1, 2,...) образуют 
также арифметическую прогрессию. 
202. Доказать, что если для показательной функции 
[(х) =а* @>0 


значения аргумента х = х, (п=1, 2,...) образуют 
арифметическую прогрессию, то соответствующие зна- 
чения функции и» = | (х,) п=1, 2,...) образуют 
геометрическую прогрессию). 

203. Пусть функция { (и) определена при О<и<!. 
Найти области определения функций: 


а) {(31тх); 6) {(шх); в) (-—=^). 


204. Пусть Кд =-5- (а-я) (@>0. Пока- 
зать, что 
РУ = ГО. 
205. Пусть | (х) -- (и) = Ё(2). Определить 2, если 
а) д=а 0 19=—; 


в) [(9 =агех (х|<1) г) Кю”. 

Найти ф [ (х) 1, $ №(х) |, ОГ и 6 
если: 

206. ф(х = и (<) =2*, 

207. ф(х)=зепх и У®=—-. 
0 при х<0, 
х при х>0 


0 прих<0, 


208. = и 9 -| = прих>0. 
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209. Найти [ (1 (х) 1, [Г И (х)}}, если 


К=— 


1-х ° 


210. Пусть [» (х) = [ (К... ())). Найти [, (х), если 


в раз 


х 
К = те. 
211. Найти / (х), если [ (х Е 1) = х*—3Зх +2. 
212. Найти [(х), если } (+ )-я+ = >22). 


213. Найти Г (4), воли! (-—)=к+УГЕЯ  @&>0, 
213.1. Найти { (х), если КЕ я 


Доказать, что следующие функции являются моно- 
тонно возрастающими в указанных промежутках: 


214. 1(х)=м (О<х< + о). 
. я л 
215. {х) =япх = <*<-). 
я л 
216. [(х = Шх (---<*<->-). 


217. [(х)=2х- япх (— <х< - 05). 


Доказать, что следующие функции являются моно- 
тонно убывающими в указанных промежутках: 


218. 1(х) = (—©<х< 0). 
219. {(х) = с05х О<х< я). 
220. | (х) =свх (0<х<лм. 


221. Исследовать на монотонность следующие функ- 
ция: 


а) {(х=ах+® 0 Ку =ая-5х-с, 
в По ОЕ 
А Ко=а" (>0. 
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252. Можно ли почленно логарифмировать нера- 
венство? 

223. Пусть ф (х), Ф (х) и {(%) — монотонно возрас- 
тающие функции. Доказать, что если 

Ф (х) < [® <+0(), 
то 
ф [© (%)1 < [01 < $ № О)}. 

Определить обратную функцию х = ф (у) и ее об- 
ласть существования, если: 

224. у=2х-3 (—<<х< - 5). 

225. у=х; а) —<<х<0; 6) 0О<х<-. 
1—х 

. И= —1). 
226. у=— т. к=-—| 


227. у=1Я; а —1<х<0; 6) 0<х<1 


228. у=зйх, где вх (и -х) 


(—<<х< +). 


229. у=\нх, где их= т 
{— << х< +0). 
230. 

х, если — << |; 


у=] 42, ели 1<х<4; 
2*, если 4<х< +. 


231. Функция [(х), определенная в симметричном 
интервале (— {, /), называется четной, если 


[(— х) =/ 4); 
и нечетной, если 
К-х = —{®. 


Определить, какие из данных функций } (х) являются 
четными, а какие нечетными: 


а) (о =3х—х; 6 [д=Уй— У -УахР; 
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в) [о =а-а-* @>0}; 1) ПШ; 
д Г9=тш(о-+АТЯ). 


232. Доказать, что всякую функцию } (х), опреде- 
ленную в симметричном интервале (— /, /), можно пред- 
ставить в виде суммы четной и нечетной функций. 

233. Функция } (х), определенная на множестве ЕЁ, 
называется периодической, если существует число Г > 0 
(период функции — в широком смысле слова!) такое, 


что 
[(х = Т) =[|(©) прих ЕЕ. 


Выяснить, какие из данных функций являются пе- 
рнодическими, и определить наименьший период их, 
если: 


а) |(х) = А созАх-Е В яп Ах 
6) Но чпя+ мп 2х- 5 3х 
в) Ко =2щ-—З- г) 1) = 


д) [(х) = эп; ©) [(х) = Хх; 
ж =; 3) [(х) = зтх-- эт (х 4/2). 
234. Доказать, что для функции Дирихле 
1, если х рационально, 
= 0, если хи 
, ррационально, 


периодом является любое рациональное число. 

235. Доказать, что сумма и произведение двух пе- 
риодических функций, которые определены на общем 
множестве и периоды которых соизмеримы, есть функ- 
ции также периодические. 

235.1. Функция }{ (х) называется антипернодической, 


если 
[и + Т)=-—[& (Т>О0. 


Доказать, что [(х) — периодическая с пернодом 2Т, 

236. Доказать, что если для функции } (х) (— < < 
<х<- оо) выполнено равенство } (х -- Т} = &Р (х), 
где Ё и Т — положительные постоянные, то {(х} = 
= а^ф (х), где а — постоянная, а ф (х) — периодиче- 
ская функция с периодом ТГ. 
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$ 4. Графическое изображение функции 


1°. Для построения графика функции у == | (х) поступают 
следующим образом: 1) определяют область существования 
функции: Х = {х}; 2) выбирают достаточно густую. сеть зна- 
чений аргумента х1, х.,..., хи Из Х и составляют таблицу 
соответствующих значений функции 


и = (>) (=1,2,..., п); 


3) наносят систему точек М; (хр, у) (= 1,2,..., п) на коор- 
динатную плоскость Оху и соединяют их линией, характер ко- 
торой учитывает положение промежуточных точек. 

2". Чтобы получить грамотный график функции, следует 
изучить общие свойства этой функции. 

В первую очередь нужно: 1) решив уравнение } (х) = 0, 
определить точки пересечения графика функции с осью Ох 
(нули функции); `2) установить области изменения аргумента, 
где функция положительна или отрицательна; 3) если возможно, 
выяснить промежутки монотонности {возрастания или убы- 
вания) функции; 4) изучить поведение функции при неограни- 
ченном приближении аргумента к граничным точкам области 
существования функции. | 

В этом параграфе предполагается, что свойства простейших 
элементарных функций — степенной, показательной, тригоно- 
метрических и т. п., известны читателю. 

Пользуясь этими свойствами, можно, не проделывая боль- 
шой вычислительной работы, сразу рисовать эскизы графиков 
многих функций. Другие графики нногда удается свести к ком- 
бинации (сумме или произведению и т. п.) этих простейших 
графиков. 


237. Построить график линейной однородной функцин 
у = ах 
при а = 0; 1/2; 1; 2; — 1. 
238. Построить график линейной функции 
у=х-Ьь 
при В =0, 1,2, —1. 
239. Построить графики линейных функций: 


а) у=2+3 бу=2—бая у 


240. Температурный коэффициент линейного расши- 
рения железа а = 1,2-10`8. Построить в подходящем 
масштабе график функции 


1= (ТГ) (—- 40° <Т< 00°), 


где Т — температура в градусах и / — длина железного 
стержня при температуре Т, если { = 100 см при Т == 0°. 
3* 
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241. На числовой оси движутся две материальные 
точки. Первая в начальный момент времени 2 = 0 на- 
ходилась на 20 м влево от начала координат и имела 
скорость 9, = 10 м/с; вторая при == 0 находилась 
на 30 м вправо от точки О и имела скорость и. = 
= — 20 м/с. Построить графики уравнений движений 
этих точек и найти время и место их встречи. 

242. Построить графики целых рациональных функ- 
ций 2-й степени (параболы): 

а) у=ах? при а=1, 1/2, 2, —1; 

6) у=(х—ж)* при ж=0, 1, 2, —1; 

в) у=ж-с при с=0, 1, 2, —1. 

243. Построить график квадратного трехчлена 

у = ах? -- 5 + с, 
приведя его к виду 
у=у + а(х—ж )?. 
Рассмотреть примеры: 
а) у= 8х— 2х"; 6) у=м-—3х+ 2 


в) у=—1 +25 Пуж-оячяч, 


244. Материальная точка брошена под углом « == 45° 
к плоскости горизонта с начальной скоростью 5 == 
= 600 м/с. Построить график траектории движения 
и найти наибольшую высоту подъема и дальность по- 
лета (приближенно считать & 2 10 м/с; сопротивле- 
нием воздуха пренебречь). 

Построить графики целых рациональных функций 
степени выше второй: 


245. у=ж-1. 246. и= (1—2) (2-х). 
247. ую — а. 248. у= х(а—х) (а--х} (а>0). 


Построить графики дробно-линейных функций (ги- 
перболы): 


249. у=-. 250. у=-.. 
х 


1-х 
251. Построить график дробно-линейной функции 
- (4—0, 0, 


сх--4 
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приведя ее к виду 


у=жи+-—"—. 
х—№ 
Рассмотреть пример ие. 


252. Газ при давлении ру == | кгс/м? занимает объем 
9, = 12 мз. Построить график изменения объема о 
газа в зависимости от давления р, если температура 
газа остаетея постоянной (закон Бойля—Мариотта)., 

Построить графики дробных рациональных функций: 


253. у=х +— (гипербола). 
254. у=л = (трезубец Ньютона). 


255. у=#+—-. 


256. и- тя (кривая Аньези). 
ей 2х 
257. уи= и (серпантин Ньютона). 
р 1 =. х 
258. и= рае 259. и= а 
И РИ ИЕН, 
1х х 1-х 
26 И ты 
1-х ха 1—х 
262. у = + (—2) 
«—Па-2) 
263. Построить эскиз графика функции 
__ аж вх с 
Уу= ах -- (а, 5 0), 
приведя ее к виду 
у=их-т-——. 


*—-ю 
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Рассмотреть пример 


ж—4х-1-3 


= х-1 


264. Построить график абсолютной величины силы 


притяжения Р материальной точки, находящейся на 
расстоянии х от притягивающего центра, если Р = 
= ]0 кгс при х == [м (закон Ньютона). 


265. Согласно закону Ван-дер-Ваальса объем о ре- 


ального газа и его давление р при постоянной темпера- 
туре связаны соотношением 


(2+—) @—В=с. 


Построить график функции р ==р (и), если а =2 


р = 0, ис = 10 


Построить графики иррациональных функций: 
266. у= - У—х—2 (парабола). 

267. у=-хл/х  (парабола Нейля). 

268. у=-Е т 100— 3 (эллипс). 

269. у=-лхр—1 (гипербола). 

270. и= ^/-==- а 91 у= = х4/100— 43. 


272. у==х ^/= В (циссоида). 


273. у= Ви. 
274. Построить график степенной функции у == х? 


при: а) п = 1, 3, 5; 6) п=2, 4, 6. 


275. Построить трафик степенной функции у = х? 


при: а) п = —1, —3; 6) п= —2, —4. 


а) 


276. Построить график радикала у = Ух при: 
т = 2, 4; 6) т=3, 65. 

т 
277. Построить график радикала у=у №, если: 
а) т=2, = 1; 6т=2, Е=3; в) т = 3, 
Гт=З, ё=2; ддт = 3, 8 =4: е) т = 4, 
ж) т =4, Ё = 3. 
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278. Построить график показательной функции 
у = а* при а= 1/2, 1, 8, е, 10. 


279. Построить график сложной показательной функ- 
ции у = е*, если: 


| 
8) и=х; 6 и=—м; в и=— 


| | 2 
инь № И 


280. Построить график логарифмической функции 
у = 106.х при а = 12, 2, е, 10 

281. Построить графики функций: 

а) у = ш (—х); 6) и= — Шх. 

282. Построить график сложной логарифмической 
функции у = пу,, если: 

а) и = 1-х; 6) у: = (&—1) 9—2) (#3); 
1-х. 
1х ' 


1 

в) у = г) =; д) и =1-е*. 

283. Построить график функции у == 106,2. 

284. Построить график функции у = А чпх при 
А =1, 10, —2. 

285. Построить график функции у = т (х—>), 
если х, == 0, л/4, л/2, 31/4, п. 

286. Построить график функции у == Уп пх, если 
п= 1, 2, 3, 12, ИЗ. 

287. Построить график функции 


у = асозх + 6 упх, 
приведя ее к виду 
у = Азт (*—х.). 
Рассмотреть пример: у = 6 соз х -- 8 зтх. 
Построить графики тригонометрических функций: 


288. у = с05х. 289. у= 6х. 290. у = сх. 
291. у = зесх. 292. у = с5сх. 293. у = зп? х. 
294. у = 9п3х. 295, у = сфо*х. 

296. у = зп х-5т 3х. 297. у= = 4с05х. 
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Построить графики функций: 
298. у=ятх. 299. у=ят——. 300. ус, 
300.1. у=тх. яп. 301. у. 


1 3 
301.1. у= 5 ——. 302. ух (2+5 =) 


308. у=-= УТ эп-^. 304. и” 

305. у= е* со$х. 306. у= = 2-* 4/9 пт лх. 
05 х 

307. и= и" 308. и = п (со х). 

309. и= с0$ (ш х). 310. уе! х, 


Построить графики обратных круговых функций: 
311. у = агсут х. 312. у = агссо$ х. 
313. у = атс х. 314. у = агссйв х. 


315. у= агс те 316. и= агссо$ а 
х х 


317. у=агсш—. 318. у = агсуп ($ х). 


319. у = атсыт (со$ х). 320. у == агссоз (с0$ х). 
321. у= агсе (6х). 322. у = агсут (2 зтх). 
323. Построить график функции 

у = агсят у, 


если: 
2 
9 и-1---; би: 
1— 
в) м = а ; г) у =е. 


324. Построить график функции у = агсё уз, если; 


а) =; 6) и= 


1 
а} в) у = шх, 


1 
) и= . 


зшх 
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324.1. Построить графики функций: 


П вые: хз *. 
Па. О а 


=З5шт(-— 4 -®_). 
д) 9-39 (- + =): е) ув —— Е. 


ж =; Эйк +2 


и) у= агсят (---— эт ° 


= ана ЛИ 1 . 
о. 
л) и= 106соз х МП Х; м) у= (911 х)<& *, 
325. Зная график функции у = } (х), построить гра- 
фики функций: 
а) у= —[(х); 6) у = [(—х); в у= —[(—х.). 
326. Зная график функции у = } (х), построить гра- 
фики функций: 
а) у = [(х—ж); 6) у=у + Рам); 
в) у= { (2х); г) у=Р (+в #509. 
326.1. Пусть 
Г | —|х| при |х|< 1 
= при |х|>1. 
Построить графики функций: 
у Ик —9-+ «+0 
при #=0, ё=Ги #=2. 
327. Построить графики функций: 


а) у=2+/1-х; бу-1-=“" 
в) и= Ш (1-х); 


г) у = — ас (1+5); ду=З-2 005 3х. 
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328. Зная график функции у = } (х), построить гра- 
фики функций: 


а у=ИоЕ  бу=- а 
в) у=-—— 07601-19). 


329. Зная график функции у == Ё(х), построить грз- 
фики функций: 
а) у=Р(%); 9 у=У®; в у=ш/ 
Г] у=[(()); д у=зетР о); © у=ГО). 
329.1. Пусть 
Р(х) = (—а (5-х @4<5). 
Построить графикн функций: 


а у=Го; буры ву: 

г) =! (®; ду=е®; е) у=Е[ 
ж) у = агсс | (х). 

329.2. Построить графики функций: 


а) и = агсзт [911 { (х)]; 6) у= агсят [со$ | (х) 
в) и== агссо$ [51т { (х)р г) у=агссо$ [со$ { (х)]; 
д) у== агс4е [4 | (х)}, 

если: 1) | (х) = х?; 2) }(х) = 3. 


330. Зная графики функций у =} (х) и у=е (х), 
построить графики функций: 


а) у = [(х) + 8 (*); 6) у=[{ (<) в (х); в) у = [ (в (<), 


Применяя правило сложения графиков, построить 
графики следующих функций: 


331. у= 1-х. 332. у= (17+ (Ы— 17, 
333. у=х-- их. — 334. у=х-Рагсих. 


335. у= со х-- -- 08 2х-|- - 08 Зх. 


336. у=япх — п Зх -- _ п 5х, 
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337. узи“ х--с05% х. — 338. у=1—х| 11-х! 
339. у=|1—х|—[1-х|. 

340. Построить графики гиперболических функций: 


а) у=свх, где сих ("+ е—*); 


6) у=5Их, где я (ее; 


55 х 


в) у= Ш х, где Шх= я 


Применяя правило умножения графиков, построить 
графики функций: 


341. у=хушх. — 342. у=хсо$ х. 


343. узойтах. 344. ут. 
х 


345. у=е-?с0$2х. — 346. и= хзеп (т х). 
347. у= [х| [9 лх|. = 348. у = с0$ х-з5п (т х). 
349. Пусть 
м9 =| 1—|хЬ если |х| < Ё 
0, ели |х|>ЁЬ 


Построить график функции 
у = [(*) [(а-—х), 
если: 
а) а = 0; ба = 1 ва=2. 


350. Построить график функции 


у=х-- ^х 59п ($ лх. 
1 
Ех) 
351. Ё(х) = х? (1-х). 352. [(х) = х (1-х). 
353. [(х) = тах. 354. [(х) = шх. 
355. | (х) = аз х. 
356. Построить график сложной функции у = | (и), 


Построить график функции у= ‚ если: 
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где и = 23шх, если: 
—1 при —ю=<и<—& 
пы и при —1 <и<!1; 
1 при 1 <и<-ою. 
$57. Пусть 


= +10 из = | 


Построить графики функций: 
а) у=ф [® (х); бу=оф [$ (4) 1 
в у=ф Ф()]; грду=ф№0()1. 


х, если х<0; 
х, ели х»0. 


358. Пусть 
1, если |х| < 1; 
Хх) = 
(9 т если |х|> 1, 
и 
$9 -| 2—1, если |х|<2; 
2, если |х|>2. 


Построить графики функций: 


а) у=х 1 ()1; бу=ф (1; 

в) у=ф [9 (4)]; ду=фО)]. 

359. Функцию | (х), определенную в положительной 
области х> 0, продолжить в отрицательную область 


х < 0 таким образом, чтобы полученная функция была: 
1) четной; 2) нечетной, если: 


а) [()=1—х 6) [(=2х—х; в Нд=/х; 
г) [(9=япх д НК=е; © Нд=шх. 


Построить соответствующие графики функций. 
360. Определить, относительно каких вертикальных 
осей симметричны графики функций: 


а) у=аю + Ьх--с; 6) у 


в) у=^/а-х -+-^/Ь-х (0<а< 
г) у=а-Ьсо$х. 
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361. Определить, относительно каких центров сим- 
метричны графики функций: 


Г.) 
а) у=ах-- б)у= м ; 


в) у=аж ом сх а; 


1 3 1 4+ 1 


х—1 х—2 х—3"' 


д) у=1-+У х—2, 


362. Построить графики периодических функций: 
а) у= |$тх|; 6) у = 551 с05х; в) у= {(х), 
где | (х) = А = (2->). если О<х< и (х -- 2) = 
== / (>); 
пу-ы-—2[-=|; 


г) у= 


2 


д) у = (х), где (х) — расстояние от числа х до бли- 
жайшего к нему целого числа. 

363. Доказать, что если график функции у = 
== | (х) (— со < х-< - о) симметричен относительно 
двух вертикальных осей х=а и х=Ь (6 > а), то 
функция { (х) — периодическая. 

364. Доказать, что если график функции у = 
== | (х) (— < <“ х-< + 0) симметричен относительно 
двух точек А (а, у), и В (6, у,) (6 >> а), то функция 
[(х) есть сумма линейной функции и периодической 
функции. В частности, если и == у, то функция | (х) — 
периодическая. 

365. Доказать , что если график функции у = 
== | (х) (— © <х<-- о) симметричен  относитель- 
но точки А (а, у) и прямой х = 6 (Ба), то функ- 
ция | (х) — периодическая. 

366. Построить график функции у = | (х) (— © < 
<< + 9), если {(х + 1} = 4 (х) и [(х) = х (1-х) 
при О<х<!. 

367. Построить график функции 


у=|[(®) (—- © <х< - о}, 
если [ (х - п) ==} (х) - зтх и | (х) = Оприд <х <лх, 
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368. Построить график функции у = у (х), если: 


ев . ПИ ыы 
а) х=у— 1; 6) Х = ти Й 
в) х=у—Шу г) м=9пу. 


369. Построить графики функций у = у (х), задан- 


ных параметрически, если: 


а) х= 1-# у = 1—9; 
1 1 
а и. а 


в) Хх == 10 с0$ #, у = $1 Ё (эллипс); 

Г х=еНЁ у = $1 2 (гипербола); 

д) х = 505", у= ЗЕ 

е) х =2(:-5т 0, у= 2 (1—с0$ #) (циклоида); 


ж) х= УЕ, у=УиГЕТ, (>0.. 

370. Построить графики неявных функций: 

а) х*—ху - у? = 1 (эллипс); 

6) хз - уз—Зху =0 (декартов лист); 

в) ^/х + л/У =1 (парабола); 

Г) 423 -- у?" = 4 (астроида); 

д) зпх = эту; е) со$ (лх?) = соз (лу); 

ж) хи’ = У (х> 0, у> 0}; з) х—[х| = уу. 


370.1. Построить графики неявных функций: 
а) шт (х, у) =1; 6) тах (х, у) =; 


в) шах (х|, |у|) =1; г) тм (а*, у) =1. 
371. Построить графики функций г = г ($) в поляр- 


ной системе координат (г, ф), если: 


а) г = ф (спираль Архимеда); 
6) г= =. (гиперболическая спираль}; 


22% | 
г 0<9< +, 


г) г == 2%/2я (логарифмическая спираль); 
д) г=2 (1 - соз ф) (кардиоида); 
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е) г = 10 п 3Зф (трехлепестковая роза); 
Ж) 7? = 36 с0$ 2ф (лемниската Бернулли); 


((>1; 


) 9=—— 


и) ф = 2л $ г. 


371.1. Построить в полярных координатах 


графики следующих функций: 
127 


== —г?. — 
а) ф = 4—; 6)ф те 
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гиф 


; в) +9" = 100. 


371.2. Построить в полярных координатах г у 
графики функций, заданных параметрически (# > 0 


параметр): 
2) ф== 10$? & 6) Ф=1—2— п =, 


г= [а Ь г=1— 9-1 с0$ -7^ 


372. Приближенно решить уравнение 
х3—3Зх +1 =0, 
построив график функции у = х3—Зх - |. 


Графически решить следующие уравнения: 


373. х3—4х—|1 =0. 374. м—4х 1 =0. 


375. х=2-—*. 376. вх = 0,1х. 


377. 10* = х2, 378. вх=х 0<х<2м). 


Графически решить системы уравнений: 


379. х + у =, 16% Ну=4. 
380. х? - у? = 100, у= 10 (х°——2). 


8$ 5. Предел функции 


. Огранизенность функции. Функция Ё (х) 
с. ограниченной на данном промежутке (а, 5), если 


существуют некоторые числа ти М такие, что 
т<[0) < М 
при х С (а, 5). 
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Число  т-= ШЕЕ {{С)} == мах т называется нижней 


гранью функции | (х), а число Мь = зи ы (х)} == па М на- 
хЕ(а, 


зывается верхней гранью функции [ (х) на данном промежутке 
(а, 5). Разность Мо— то называется колебанием функции на про- 
межутке (а, 5). 
2°. Предел функции в точке. Пусть функция 
1) определена на множестве Х == {х}, имеющем точку сгу- 
щения а. Запись 
Нт [(х) =А (1) 
х>а 
обозначает, что для каждого числа >> 0 существует число 
6=6 (=) >> 0 такое, что для всех х, для которых { (х) имеет смысл 
н которые удовлетворяют условию 0 < |х—@| < 6, справед- 
ливо неравенство 


о) — А |<а 
Для существования предела функции (1) необходимо и до- 


статочно, чтобы для каждой последовательности хл == @, Хл 5 
5 а(х СХ; п=1, 2,...), было выполнено равенство 


Ит { (хп) = А. 
п->о 


Имеют место два замечательных предела: 


1 пт 1, 2) нп -- хе, 
х-0 х х-0 


Критерий Коши. Предел функции }(х) в точке а 
существует тогда и только тогда, если для каждого е >> 0 най- 
дется 6 = 6 (5) > 0 такое, что 


Ре) — Ра < в, 
как только 0<|х’ —а| <би0<|х”” —а|< 6, гехн 
х”’ — любые точки из области определения функции [ (х). 


3°. Односторонние пределы. Число 4“ ва- 
зывается пределом слева функции | (х) в точке а: 


А’ Пт 1) =На- 0, 
х—0—0 
если 
12’ — РО < 2 при 0 <2-—х<68(®. 


Аналогично, число А” называется пределом справа функции 
$ (<) в точке а: 


А" = Шт [@) =На-+ 0} 
х-=>а--0 


сели 
147 — [О < е при 0 < х-—а<6 (0). 
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Для существования предела функции { (х) в точке а необ- 
ходимо и достаточно, чтобы 
Е (а—0) = @ +0). 
4°. Бесконечный предел. Условная запись 


йт [(%) = с 


обозначает, что для любого Е >> 0 справедливо неравенство: 
(<) | > В, если только 0 < х—@ < 8 (Е). 


5°. Частичный предел. Если для некоторой по- 
следовательности хл -+а (хи 5е а) имеет место равенство 


Ит [ (хп) = 8, 
п-ьоо 


то число (или символ‘ оо) В называется частичным пределом 
(соответственно конечным или бесконечным) функции | (х) 
в точке а. 

Наименьший и наибольший из этих частичных пределов 
обозначаются 


По #9 и Што 


х—>а х—а 


и называются соответственно нижним и верхним пределами 
функции {(х) в точке а. 
Равенство 
Нм {(х) = т Ё(%) 
х>а х-а 
необходимо и достаточно для существования предела (соответст 
венно конечного или бесконечного) функции {| (х) в точкеа. 
381. Показать, что функция, определяемая усло- 
ВИЯМИ: 


(х) = п, если х= -^, 
п 


где т и п — взаимно простые целые числа и п>0и 
[(х) = 0, если х иррационально, 


конечна, но не ограничена в каждой точке х (т. е. не 
ограничена в любой окрестности этой точки). 

382. Если функция | (х) определена и локально огра- 
ничена в каждой точке: а) интервала, 6) сегмента, то 
является ли эта функция ограниченной на данном ин- 
тервале или соответственно сегменте? 


Привести соответствующие примеры, 
4—2 


50 ОТДЕЛ 1. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 


14 х3 


1-4 
чена в интервале — со < х< -|- <. 
1 


384. Показать, что функция о =- соз — не ог 
х х 


383. Показать, что функция [(х) = 


ограни* 


раничена в любой окрестности точки х = 0, однако не 
является бесконечно большой ‘при х — 0. 
385. Исследовать на ограниченность функцию 


Но = шло 
х 


в интервале О < х < в. 


386. Показать, что функция } (х) = - 


в области 


-х 
О=х< - о имеет нижнюю грань т = 0 и верхнюю 
грань М = 1. 

387. Функция }(х) определена и монотонно возра- 
стает на сегменте [а, 5]. Чему равны ее нижняя и верх- 
няя грани на этом сегменте? 


Определить нижнюю и верхнюю грани функций: 


388. | (х) = х? на [—2, 5). 
1 


389. [(х) = т на (—00, -| оо). 
390. /(х) = т на (0, - оо). 


391. Но =х+-— на (0, + о). 

392. { (х) = зшх на (0, + < )}. 

393. [(х) = зпх- созх на [0, 27]. 

394. | (х) = 2* на (—-1, 2). 

395. # (х) = [х[а) на (0, 2) и б) на [0, 2]. 

396. | (х) = х— [х] на [0, 1]. 

397. Определить колебание фупкции 
Е(х) = 


на интервалах: а) (1; 3); 6) (1,9; 2,1); в) (1,99; 2,01); 
г) (1,999; 2,001). 
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398. Определить колебание функции 


Е = асе 


на интервалах: а) (— 1; 1); 6) (—0,1; 0,1); в) (— 0,01; 
0,01); г) (— 0,001; 0,001). 
399. Пусть т {] и М {{] — соответственно нижняя 
и верхняя грани функции } (х) на промежутке (а, 65). 
Доказать, что если |, (х) и [, (х) — функции, опреде- 
ленные на (а, 5), то 


тЫ > т [+ т 1] 


Н 
М -Ы < ММ 0,1. 


Построить примеры функций }, (х) и |. (х), для ко- 

торых в последних соотношениях имеет место: а) случай 
равенства и 6) случай неравенства. 
_ 400. Пусть функция | (х) определена в области 
[а, + оо) и ограничена на каждом сегменте [а, $]< 
< а, + э). 

Положим: 


т) = Е ГО и М(х) = р. Г). 


Построить графики функций у == т (х) иу=М (^), 
если: 

а) { (х) = зпхи 6) | (х) = созх. 

401. С помощью «ге—65»-рассуждений доказать, что 


Итл =4. 


х->2 


Заполнить следующую таблицу: 


402. На языке «Е—6» доказать, что 


ИТ 
ы (1—х) 


= = оо. 
4* 
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Заполнить следующую таблицу: 


403. Сформулировать с помощью неравенств сле- 
дующие утверждения: 


а) Нт/(х) =6; 6) Ит 1х) =8 в) т |@Я=ёь 
ха 50—00 х->-а--0 


Привести соответствующие примеры. 


Сформулировать с помощью неравенств следующие 
утверждения и привести соответствующие примеры: 


404. а) Шт / (х) =5; 6) Шт [Ф=ё 

в) Ит /(х=5. 
&->--с2 

405. а) Ит [ (х) = о°; 6) Ит [(х) = —о°; 

дв ха 

в) Ит/ (<) = - о; г) т 9) = ©9; 

А Пт Р(х) = — о; 

е) Нт [= + 0; ж) т =; 
х—а=0 х-—е-+0 

8) Шт /() = —©; и) Шт #(%) = + о. 
х-та--0 х->а-+0 


406. а) Шт /(х) = со; 6) Шт [(х) = —©; 


8) Шт | (х) = + о; г) т /@®=о; 

д) Ит |= —о; ©) Шт Нх) == - оо; 

ж) Шт /(х) = о; з) ит [= о; 
х-—>-{-со д—--с0 


и) Ни }(х) = о. 
дю 
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407. Пусть у = { (©). Сформулировать с помощью 
неравенств, что значит: 

а) у — 0 при х— а; 

6) у 5—0 при х-а-—90; 

в) у 5—0 при ха- 0; 

ру>Ьь- 0 при ха; 

д) у Ь-Е О при х — а—0; 

е) и - О при ха 0; 

ж) и 8—0 при х- о; 

3) у 5—0 при х— — ©; 

и) у— 5—0 при х-—* - ©; 

к) у В 0 при х- ©; 

л) у Ь-НО при х-— — ©; 

м) у - 0 при х-— - <. 


Привести соответствующие примеры. 
408. Пусть 
Р (х) = вх" - ам +... Ра», 
где а: (1=0, 1,..., п; пр 1,4 52 0) — вещественные 


числа. 
Доказать, что Ша 1Р®|= + о. 


__ _ @ох + ва --...--а 
409. Пусть К = НТИ В Е ти где 
а 50 и & = 0. 


Доказать, что 
с, если п>т;: 


Ит В (<) = >, если п=т; 
Х--о {1 
0, если пот. 
Р®, 
10. П Ю 
4 усть А (х) = ов" 


где Р (х) и Ч (х) — многочлены от хи 
Р (а) =9 (а) =0. 
Какие возможные значения имеет выражение 
Тит Р® > 
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Найти значения следующих выражений: 


3 — а 2 
411. 2) и; би; 
кд 2х1 и ЕЕ 
: х—1 
в) т. 
хо 2х1 


до п ЕЕ ЗЕЕ 


х>0 х 
413. ни-@9- 22 5_ 
^ хо хе - ж . 
414. а ры и п— натуральные 
х—>0 х 
числа). 
415. Ит Пи -—-З(—9 5 
у х-> со (5х — 1} . 
416. пп — 9) 2. 
р (2х - 1) 
417. т ке... у 
` и Кн : 
и ° 
дв, аи. 
хз х— 8х - 15 хы х%—4х--3 
420. пт-* 8+2. 401. ни 28. 
х>1 15—43 х» 2 82-16 
по Е, а. 
хр 2-2 —1 х2 (28 — 12х - 16° 
424. Пт хх... хп —п 
- х—1 х—1 ь 
424.1. Ни 


хы 00х41" 

425. Ит 2. (т и п— натуральные числа). 
хх — 

р (хп — а") — па" (х —а) ки 

426. И = (п — натуральное 

а я нова 


(п— натуральное число). 
д—1 (х— 1 
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т п 
428. т — 
хы \ 1—х” 1— 
ные числа). 


429. Иш-— | (х+ =) ++ =) + а 
а +(++ =). 
430. Шт —: [(=+ =) ++ =) + я 


Ш ре о. 


) (ти п — натураль- 


Указание. См. пример 2. 


431. Ит 2 -- З-...- (20 — 1 
лью 2-48 --...- (90 ‘ 

432. т К) 
“авы пз 4 /° 

Указание. См. пример 3. 

433. пт 18- 4--7--...- (38 — 2} 
лью [1--4-4-74...+ (31 — 2) 


434. Определить площадь криволинейного треуголь- 
ника ОАМ (рис. 3), ограниченного параболой у = 


Рис. 3 


= (х1а)*, осью Ох и прямой х = а, рассматривая 
ее как предел суммы площадей вписанных прямо’ 
угольников с основаниями а/п, где п -+ с. 
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Найти пределы: 


435. 


436. 


Ит ^/ ++ \ Ах . 
х->- {со Ах 


3 4 -— 


А Г 


м Ах 13 — 2х! 


х-3 2—9 


4 
ит У. 443. 1 
Х->16 х—4 х->8 Ух —2 
ш- ГЕ (п— целое число). 
и фах) 
х-ь0 х у 
Уз я —2 
=->0 х- д? ° 
УЕ Ух 
х>0 кое 
Е ЛЕНЕ . 
= УТУ 
ит У УЕ РУЕЕЮ . 
х->7 Уто —2 
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3 
Ин=-Ич= 
О И.Р ЕЕК А 


451. пи. 
х0 УТ 5—1) 


п —ы—— п 
452. Цит ае УЕ УВ (1 ил целые числа). 
тм -_ 


числа). 


454. Пусть Р(х) =ах- а. --. .. ам и т-= 
целое число. 


ьп——щ— 
Доказать, что Вт ИР ее. 
х-—0 х т 


Найти пределы: 


УЕ —1 
455. Ит———— (ти п— целые числа). 
я ух —1 


И ее. ВВ 
= 1—4; в) 
456. нн_@=^/)(1-92)...0-7=). 


х—1 (Е — х)"Ш— 


457. ит [Уе-+а) +9 —*]. 


458. шт (+ А/к Е) 


459. 1 хх —2а-х + х). 
450. | (\/- ^/- В 
2 ры г Е 
ВВ ея т 
х ^/-+^/ з 
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461. ип (Уя-ячт-ие-я-Г). 
462. пт (УЗ — ум 9х). 

х—--зо 


463. Пт х! [(х-- 13 — (х— 1). 


Х-р20 


464. И 49 ( ха АХ -АХ). 


465. р [Иб—а,). .. (ха) —х]. 
466. пп Обе)" 


{ > (п— нату- 
д оо 
ральное число). 
з п: о п 
467, СЕ Е (ада 
х-0 


ральное число). 


468. Изучить поведение корней х, и х„ квадратного 
уравнения ах? - 6х с = 0, у которого коэффициент 
а стремится к нулю, а коэффициенты $ и с постоянны, 
причем @ 52 0. 

469. Найти постоянные а и В из условня 


т и -ах—5)-0. 


х-—2 х 1 
470. Найти постоянные а; и В; (: = 1, 2) из условий: 
ит (Уя—х-ЕГ—ах—,) =0 
х+-—0 
т ях -— ах в) =0. 
хо 
Найти пределы: 


ай. Ни 5, 472. т 91. 
х-—0 & р. -] х 


473. Ит- И (т и п-— целые числа). 
хФд Ш ПХ 
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474. пе, 474.1. т. 


х—>0 &#-0 д 


474.2. Пт хе 3х. 
х—>0 
до. Л, 46 ИП. 
х->0 $113 х &-0 вх 


477. 99—60. 478, пт - 08, 
х-—0 хз 0 1-- пря — с03 рк 


479. Пт 122х48 «—). 480. Питт. 


х->п/4 
481. Доказать равенства: 
а) Итзшх=зта; 6) Ит со$ х = с05 а; 
х—а 


ха 


в) Нт юх= а 


(+7 л, п=0, Ь 52, .@ .). 
Найти пределы: 


482. п ;тх — па 483. т 60$ х —с05 а 


ха х—а х-—а х—а 
484. пт №, 465, Еее. =: 
х-—>а х—а х—а 
486. Нт зесх — зеса . 487. Нт совесх — созеса | 
х—а х—в х-а х—а 
488. Нт ;т (а-| 2х) —2 т (а-- х) та 
® а АНУ 2 ные —. 
489. Пт 60$ (а -- 2х) — 2 с0$ (а х) + сова 
® =>0 хз ® 
490 ут. @-29 26 ао а, 
: х>0 ж 
491. ип сё (а-- 2х) — 2 а - ва 
? х—0 х? 2 
492. Нт т (а-- х) эт (а-| 2х) — яп а 
° %* 
х>0 Хх 


493. 1 25112 х Е зтх — 1 
° хълв Эзних — Зчпх--| " 
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494. Пт 1 — 60$ с08 2х С05 Зх 
х-0 1 — с05х 


л (+ — =) м 
495. Нм ое 496. Вт [4 х—3{ Хх р 


497. Пт! ео! а 


х--0 


Е — сз 
498. Пт ая 
хп 2—с( в хх 


499. пт их 
х->0 хз : 
О 
Г Е 
501. Ит- №598 У 95 — Усе 


м хб пех 
502. пи №150 МА соз со 0 

х—0  1-—505Х х-0 1— соз (^/х) 
504. п тео УднЗе 

х>0 : 
505. Пт (мп ^/х-1 —пл/х). 

{1 Уи) 
]} т+х . 

а а) ’ 


(5/5. и 
6) Шт =”) й ; в) Шт (1+) М) 4х) 


хы 2 --х лы Хх 
507. т (-^22_\”. 508, | 1 
х-ьсо ви) аи “+ 
509. т (зи — 27° 
По ЗП -+1 
510. 1 о. 82 
[= ( 8 +*)] я 


х—1 
511. Пт ее) 512. ци (т 


=> х-о \ д —2 
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вп (Атм Ш 
513. Вт (ес) ° М. ШУТ. 


515. Ци 8) й 
516. Пт (и) (,>0, а.>0. 


хо \ ах -- 5 
517. т (1-х) я. 518. Шт (1-Е зп ла ==, 
д— &- 


519. Шт т)“. 


х-0 1+ тх 


519.1. Нт(-- 8 "=, 
те пм») 


1 
520. шт сы 2. 521. Ит ми). 
х-ье \, ЧП а х-0\ с05 2х у 


522. Ит ({х)ч>. 523. Шт ($тлх)9*. 
ща 


х->1/4 


524. т [в (= —)|" Е. 


х-0 
| за 1 \ 
525. Шт Уп -— | с0$ =) . 


526, ВАХ с0з ^/х. 


527. ип Е) . 528. Пизсови т, 
п—со п 


п-ьо \ В — 


529. т", 530, шп ха (+ 1-Ю 1, 
х-ь+ оо 


х->0 х 


531. Пт (4>0), 


ха х—-а 

532. Ит [91 п (+1) — яп Шх]. 
д—ь--со 

533. т мох. й 
хе ШП (10-х | 


534. | ее. 
на ы Е 


535. нп Пе) 
вые Ш (3-- 6") ° 

538. пт МОУ) 
+= ш(1+У+У;) 
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537. Нт юр (х- 1) Е Ве 2 ЮЕх. ЕЕ (> 0). 


#—>0 
шы (- -- в 
538. Ни 7, 6539. Ипа, 
х-—0 $т ох х—0 11605 6х 
540. Пт (" и) р 
х—>0 х-+ АТ — х 


540.1. пт 1 + т) 
х—0 ШТ м) 


541. И (220). 542. Пи ^ (>09). 
х- 

543. Ит-^ =“ (4>0). 544. ый 
х>а х-— х-—0 

545. бете )". 
хо \ Г х-3* 


5451. Ит Ре у“. 
хо 1-- т х с05 Вх 


545.2. Ни 5) 545.3. НИ -29_, 


х-—1 мп (лх ) х—> Ш [соз (я. *)] 


Ш ев 
546. Тип =" (++-.)- Бе 


. . ы 
х-0 зпах — Чи Вх 


2 
548. Пт ^^ —*® (1>0). 549. п -^“-° (4>0). 
х-ъа хВ— х-— 
х+ х-В 
550. те, @>9). 


с _ ба) (х- 5) 
551. Пит (кан 


552. Иши(Ух—1) (х>0. 


553. ит (Ух —"Ух) (>90. 
554. И ВЕНУ) (>0, 5>0. 


555. И :( ТЕ ЕЕ (@>0, 5>0). 
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1 
556. Нт Не) йе 


х-0 


(&>0, 5>0, с>9. 


И" 
7 Па ( а-- 6 с ) (а>0, 5>0, >09), 
2 Их 
; ах - ье ) 
58, пи ( а*-- 5% (@>0, ь>0). 
559. пт (>0, 5>0. 
х-0 (а* — 9% ы 
. аа" — а 
ый 020 
561. а) нп 191, 6) пт 293) 


кю Ш ' х>+ю Ш (12%) ° 
562. Нт ш (1--2*) ш(1+-—). 
хо Хх 
563. Шт (1—х) 05,2, 
х-> 
564. Доказать, что 


И 2 =0 (а>1, и>0. 


х--4+-со 
565. Доказать, что 


т ва * =0 (@>1, =>0. 


х-> +- оо 


Найти пределы: 
: п (х2 -|- е*) : т (2-е) 
566. Нт ——; —. 
ы. г. 1 (же е*) ' 9 с 1 (= г) 
бт. пт ПИ, 
0 ш(е-нА я) 
568. ви [(х--2) ш (х+ 2)—2 (х- 1 т (5 ПХ Ш]. 
Х—>--о 


569. Нм | АЕ ) (>10. 
а 


570. Пт (= + УЯТЕТГ дат). 
х-—-{ 00 х-- /=—т х—1 
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ме АЕ хх — 1 
я х->0 ех* —] 


579. Шт с0$ (хе*) — соз (хе”*) 
; х-0 хз Е 


573. Ит Фе — ребчих, 574. Пт (2 — хе (их), 
х—0 х—! 


1 — зп + Вх 


575. Ито (>00, В->0). 
х-п2 УЦ — тах И —5ивх) ПЕР 
576. а) Ит-й*; 6) Ни-9 
х—0 х-+0 х 


ны (см. пример 340). 
х 


в) ип 


х>0 


576.1. Нт 9 


а 


вт. па Ах У я 


х+-> сх 
о бе. 
ха х—а х»а х—а 
577.2. пп, 578. Пт (х— шейх). 
х—0 Ш с05х Е 
Ро 2х __ Е" х 
579. Ит 
х>0 {1х 
[4 р ы 
580. Ит ——. х 
Про л 
соз — 


581. Им агсяп 


х>> 
582. Шт агссоз (Их —х). 
х>+=> 


583. Ит ат иг. 584. Ито агсв — 


х—2 == 2) Хх — 1+ а 


585. Ит агс4а (х-Н Я) — агс4е х 
^ в-0 в 


586. 1 


587. 


588. 


589. 


590. 
591. 
593. 


594. 
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1-х 


1-х 


п—_— 


т и плети ион 
х-0 агсёв (1-- х) — агс4е (1 =. 


Н с — 
Иша [п ЕЕ т рт. =" Г = |. 
я л 
Шт х (2 ага — тт ). 
Ни х [- агсяшт -——^___). 
ыы 1) Е 
| та [. 4. (— 1)” |” ( и 
п->оо п 
НиТ 2-м", 592. Нтхшх. 
х-0 20 х—-50 
а) Шт (^/а-Ех—х); 6) т (Мая х). 
х—>-—2 х- со 


а) Нм (МТ т х- м); 


6) м (ЛЕ АТ). 


594.1 Найти И те Гд—1 На [(%), если 


595. 


596. 


597. 


Кош РУ 


«уе 
а) Ит агс4Е — . : 6) „И агс{е Е. 
х-1—0 —х >10 1 — 
т а Пы, 
8) г 1-е ' Я = 1-е 
Х—оо х х—-оо Хх 


598. Доказать, что 


а) 


^- —2--0 при х—2=— 0; 


2х 
6) Е ° при хх -- ©, 


5—2383 
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599. Доказать, что 
а) 2*-—>1—0 при х-=—0; 
6) 2*—1-0 при х—=--0. 
600. В а), [1—90), Гао), если [(&) = 


=х- 
601. Найти} (п), # (1—0), { (п -- 0) (п=0, =1,...), 
если | (х) == зеп (п лх). 


Найти: 


602. их. 603. нтх[- |. 
х>0 х х—0. х 


604. Пт эт (л^/? ЕТ). 


> 


605. Шт эт? (л/я п). 
п->оо 


605. Пт яп ят ... Япх. 
‚иоиттильижинанох, дииььникиттоньнитьи 


П-х 
п раз 


607. Если Ит ф (х) =Аи т ф (х) = В, то следует 


х->а 


ли отсюда, что 
Ир (Ф (х)) = В? 
х—а 


Рассмотреть пример: ф (х) == 1/9 при х = р/9, где 
ри 9 — взаимно простые целые числа и ф (х) = 0 при 
х — иррациональном; \ф (х) = 1 при х50 иф (х) =0 
при х = 0; причем х — 0. 

608. Доказать теоремы Коши: если функция } (х) 
определена в интервале (а, --со) и ограничена в каждом 
конечном интервале (а, 65), то 


а) пт -9 = ци ГР 
хо Хх хо 
бо пт подр” = пт 9. (> 5С>0, 
и х-—-Ноо Нх) 
предполагая, что пределы в правых частях равенств 
существуют. 
609. Доказать, что если: а) функция | (<) определена 
в области х > а; 6) ограничена в каждой конечной об- 
ласти а<х< в; в) И ГЕ —Е©)] = ©, то 
ИЕ м 


©. 
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610. Доказать, что если: 1) функция | (х) определена 
в области х >> а; 2) ограничена в каждой конечной об- 
ласти а<х<5; 3) для некоторого натурального п 
существует конечный или бесконечный предел 


па РРОР 
х—- о хп 
то 
вт РГ Ро 
хо хп п! Е 


611. Доказать, что 


а) Шт (1- =)’ == 
п 


Е И 
п->оо 2! п! 


612. Доказать, что 
Ит п зщ (2леп!) =2л. 
по 


Указание. Использовать формулу (*) примера 72. 
Построить график функций: 


613. а) не 6) у= т (1 — х2") (—1<х<!) 
а т пя (520); 6) у= Ши. т = 
615. у= Ито (50). 


п-0 ЖП 


(х>0). 


616. х= Ит т. $ 
п? 


п--со 


617. у= ит УТ  (>0). 


по 


618. и= т И ++ (=) (&>0. 
619. у=Ит —^ _ (х>0.. 

Пс д/22л - хал 
620. а) у= 51118 х; 6) у= Ши $1127 х, 


п—оо 


5* 
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вп (27 -| х") 
в 


621. у= Ит (>20). 
и 


622. и= Ит (х— Пагсых", 


623. у= На УГ, 


п->э 
| хех 
624. у = ЕЕ: . 


1 { 


625. у= Нт ш-^ (>09. 
{хх —х х 
хат —. --Мх 
625.1. уе т — 4 (20. 
пс ии т +1 


625.2. у= ип хзбл | $10? (п! пл) |, 
п-о 


625.3. Построить кривую 
ни УЕ =1. 
2 
626. Асимптотой (наклонной) для кривой у = | (х) 
пазывается прямая у = Ах -- 6, для которой 
Ни (10) — (#9) =0. 
&> с 
Используя это уравнение, вывести необходимые и до- 
статочные условия существования асимнтоты. 


627. Найти асимптоты и построить следующие кри- 
вые: 


а) Е ЕН 6) у= Хх; 


жа --х—2 

Ё—— хе 
в) и=иИ— 3: г) и= 
) у=и ее 


д) и= ШГ); е) у=х+ агссоз-. 


. 


Найти следующие пределы: 


: кн хп+? , хп 
628. п [+ "2 вы (21)! |. 


629. ит (1-Х -2)а-+^)...(-л“)], если 
[х1<1. 
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630. Нт ( с05 = со... 05 =). 
2 


631. Пусть о где ф (>) >0 и пусть 
хо ф(х) 


би— 0 (т=1, 2,...) прил - оо, т. е. [@т |< 
при т =1,2,... ип >М (2). 


Доказать, что 
Пт [Ф (@„) + Ф(@м) +... (м) = 
= Нт (4 (и) --\% (и. ") +... -$ (ип), (1) 


предполагая, что предел в правой части равенства (!] 
существует. 


Пользуясь предыдущей теоремой, найти: 


п Е т 
632. Ит (И += -5. 
п-со и 
: ч ;_ Ва 
633. 1 —). 
и (т п? ) 


634. Ит У, (а"—1) (>90. 


По =} 


635. Ит П (1+-.)- 


а - 


636. Ит П со. 


П-—оо Ё ==1 


637. Последовательность х, задана равенствами! 


ж=л/а, х„=^А/а-+ л/а, И а-^/а,. сы 
(а>0). 
Найти т х„. 


пс 
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637.1. Последовательность х„ задается следующим 
образом: 
х1 = 0, х, = 1, 


Же) (п=2,3,...). 


Найти Нм х, 
пою 
637.2. Последовательность у, определяется с по- 
мощью последовательности х„ соотношениями: 


У =» Ух“ (П=ЬО,... ), 
где |[«! < 1. Найти Нт х,, если Нш у» = 6. 


п->-оо пв—>с< 
637.3. Последовательность х„ определяется следую- 
щим образом: 


р 1 
Хи, Же (=! 2,...). 
1 - хи 
Найти И да. 


пс 


Указание Рассмотреть разности между хи и корнями 
1 


уравнения х= 


1-х ` 
638. Последовательность функций 
Ут =, (х) 0<х<1) 
определяется следующим образом: 
2 
=. а 
2 8 2 
Найти Ит ил. 


1-23...) 


пса 
639. Последовательность функций — и = у, (х] 
{0 < х< 1) определяется следующим образом: 


х о п— с , 
и=-, ип = о + р] (п 2 3,. ` .) 


Найти Нт ул. 


П>оо 
639.1. Пусть х > 0 и и = ил (2—хуа } (п=Ь 
.,...). Доказать, что если цу; > 0 (1 = 0, 1), то после- 
довательность у„ сходится и 
т у = ам 
а) х 
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Указание. Изучить разность 


—— м. 
х 


639.2. Для нахождения у = а/х, где х> 0, прн- 
меняется следующий процесс: у, > 0 — произвольно, 


и (1+ —) и=ьо,...). 


Доказать, что 


Шт и = ^/х. 


Указание. Использовать формулу 


"— МХ 5—5: ) ("=1). 


ув -+ \х Ипа Е 4х 
640. Для приближенного решения уравнения Кеплера 
х—езШх=т << (1) 
полагают 


х=т, м=т--е п хь. .., и=т-е И Жь . о о 


(метод последовательных приближений). 
Доказать, что существует Ё = т Хи и число Ё яв- 


ляется единственным корнем уравнения (1). 
641. Если ®, [{] есть колебание функции | (х) на 
сегменте |х— | < #(#> 0), то число 


о [Й] = Ни а [Й 
называется колебанием функции [(х) в точке Е. 
Определить колебание функции } (х) в точке х = 0, 
если { (0) = О и при х 52 0 имеем: 


а) [(х) = —; 6) Ко = соя; 
в) Н9=х(2+ т -—); г) в 
до"; о Н9= 


ж) Нда, 
642. Пусть [() = эт —. 


— ея } 
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Доказать, что, каково бы ни было число ©, удовлет- 
воряющее условию — | <а < 1, можно выбрать по- 
следовательность х„--0 п=Ь 8,...) такую, что 
Им } (х.) = а. 


>< 
643. Определить 


= т бд и = Пит/ (9, 
х->0 


х-—0 
если: 
а ! 
а) [(х) =11? — -+ —- агс 4 —; 
х л х 


6) {9 =@—2) с —-; в) (9 =(: + с05* г - 
ы х 


644. Определить 


= Нм {и Е = [ (9, 


если: 
а) {(=ятх; 6) [(х) = 2 с05* х; 
10 д. = о Е, 
в) (9-27; Пани (20. 
86. О-символика 
1°. Запись 


Ф (<) = О ($ (*)) пих Е Х 
обозначает, что существует постоянная А такая, что 


19 (2) 1 < А | для хЕХ, (1) 
Аналогично пишут 
Ф (<) =О (ф (х)) при х-—а, {2) 


если неравенство (1) выполнено в некоторой окрестности Иа 
точки а (х 5 а). В частности, если {ф (х) == 0 прих © Це (хяз а), 
то соотношение (2) заведомо имеет место, если существует ко- 


нечный Ит но В этом случае будем писать Ф (х) = 
х-—-п 
= 0* ($). 
Если 


Нот $ =#320 (>90), 


х->0 х 


чо Ф (х) называется бесконечно малой порядка р относительно 
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бесконечно малой х. Аналогично, если 


Ни 0 ф>0, 


Хо х 


то ф (х) называется бесконечно большой порядка р относительго 
бесконечно большой х 
2°. Запись 


Ф (х) = о ($ф (х)) при ха 
обозначает, что 
ф(х) = (х) $ (х)  (ЕИм хэа), (3) 


где @ (х) > 0 при ха. Если 4 (х) 520 при хС Ца, ха, 
то’ равенство (3) эквивалентно утверждению 


3°. Функции Ф(х) и 1 (х) называются эквивалентными 
(Ф (Хх) -ф(>)) при х-—а, если 


$® (*) — $0) = оф (*)) при ха. (4) 
Если Ф (х) 3-0 при х С Ца, хэра, то из (4) имеем 
хЪа \ф(х) 


При х->0 справедливы соотношения эквивалентности: 
хх Чех а — 1х та(а > 0}; 


ша (1-55); УГ — =. 


Вообще 
Ф (х) + о ()) - $6. 


При нахождении предела отношения. двух бесконечно мл. 
лых (или бесконечно больших) функций 
при х—-а данные функции можно заме- 
нять эквивалентными, 


645. Считая центральный угол 
АОВ = х (рнс. 4) бесконечно малой. 
1-го порядка, определить порядки 
малости следующих величин: а) хорды 
АВ; 6) стрелки СО; в) площади сек- 
тора АОВ; г) площади треугольника 
АВС; д) площади трапеции АВВ.А,; 
е) площади сегмента АВС. | Рис. 4 

646. Пусть о (| (х)) — произвольная функция, имею- 
щая при х — а более низкий порядок роста, чем функ- 
ция }(х), и О (х)) — любая функция, имеющая при 
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х — а тот же порядок роста, что и функция } (х), где 
[(*) > 0. 
Показать, что 


а) о (о (} (х))) =0о(}(^)); 6) 0 (©(())) = (0); 
в) о (О (1 (х))) = о ({ (*)); г) 0(0(())) =904), 
д) О ({ (х)) + о{(х)} = 90 (()). 

647. Пусть х—-О0Оил_>0. Показать, что 

а) СО (х") = О (7) (С == 0 — постоянная); 

6) О (х") НО (х") = О (=) (п<т); 

в) О (х") О (х") = О (х"+”). 

648. Пусть х -> -- < и п>0. Показать, что 

а) СО (х") = О (х"); 

6) О (^*) РО (>") =0 (м) п>мт)} 

в) О (х") О (х") = О (х"+"). 


649. Показать, что символ ^^ обладает свойствами: 
1) рефлексивности: ф (х) — ф (х); 2) симметрии: если 
ф (х) — т (>), то ф (х) — ф (<); 3) транзитивности: если 
$ (<) -ф() иф <) —Х(%), то ф (%) ХС). 

650. Пусть х-—>0. Доказать следующие равенства: 

а) 2х—х? = 0 (х); 6) хупАХ = 0 (53°); 


в) хп = 0(х!|); г) Шшх=о 


д) Е =Ух; 
©) агйв —- = 0(1; 


ж) (Г х)" = 1+ лх о. 


651. Пусть х- -- с. Доказать следующие равен- 
ства: 


р 23—32 --1=0 (хз); 


и =. 
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ый э\. асвх _ № 
в) хЕмзтх=оО(х°); г а 0( „=: 


д) шх=о(х) (&>0); в) хе" =0(-;-); 


ж) АА —Мх; з) а-хх а. 


652. Доказать, что при достаточно большом х > 0 
нмеют место неравенства: 


а) 2-1 10х--100< 0,001.53; 
6) 11109%0х-<4/х; в) хехе. 


652.1. Доказать асимптотическую формулу 


М-Ерх-а =х+-2 +0(--) 


при х —> -- ©, 

653. Пусть х—0. Выделить главный член вида 
Сх” (С — постоянная) и определить порядки малости 
относительно переменной х следующих функций: 


а) 2х— 33-х; 6) 1-х —^/1Ь-—х; 


в) ^/1—2х —У1- 3х; г) шхфзшх. 


654. Пусть х — 0. Показать, что. бесконечно малые 
а) д=-; 6 Кем 
шх 


не сравнимы с бесконечно малой х” (п >> 0), каково 

бы ни было п, т. е. ни при каком л не может иметь место 
: х 

равенство Шт ! & =, где А — конечная величина, 
х 


х>0 
отличная от нуля. 
655. Пусть х-»-1. Выделить главный член вида 
С (х—1)” и определить порядки малости относительно 
бесконечно малой х—1 следующих функций: 


а) *— 342; 9 Ух; 


в) шх г е-—е д ж-Ь 
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656. Пусть х — -- о. Выделить главный член: вида 
Схи и определить порядки роста относительно бесконечно 
большой х следующих функций: 


2) л21-100х-- 10000; 6) ре 


— 3х1 


я ВЕ 


657. Пусть х -» -- со. Выделить главный член вида 
| \п 

С (--) и определить порядки малости относительно 
х 


бесконечно малой — следующих функций: 
х+!. А 
а) мг} 6) УХЕ; 
в) ИХ —2А/Х-ЕГ-+АХ; п 1. 


658. Пусть х->1. Выделить главный член вида 
я 
: =) и определить порядки роста относительно 


С 


бесконечно большой следующих функций: 


ды 1-х. в х — 
а) №—1'’ Е Ут-я 


Г) и. ; д) м _ 


п лх (— хх) ° 


659. Пусть х — + © и} (х) = м(п=1 8,...). 
Доказать, что 1) каждая из функций [ (х) растет бы- 
стрее, чем предшествующая функция {„-. (х); 2) функ: 
г. ех Е быстрее, чем каждая из функций {[ (х} 
п=1, 2, : 


660. Пусть х —+ + ®и 
()=Ух (п=Ь2,...). 


Доказать, что 1) каждая из функций {, (х) растет 
медленнее, чем предшествующая функция [1 (х); 
2) функция } (х) = Шх о медленнее, чем каждая 
из функций | (х) п=1, 
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661. Доказать, что какова бы ни была последова- 
тельность функций 


Н ©), Ь (<), | Ь ©), м ь (% <х<- ®), 


можно построить функцию { (х), которая при Х-> -- © 
растет быстрее, чем каждая из функций [м (х) (п =1, 
Явы 


$ 7. Непрерывность функции 


1°, Непрерывность функции. Функция { (х) 
называется непрерывной при х == х, (или в точке хо), если 


Ни Но = Но). (1) 


т. е. если функция } (х) определена при х = хо и для каждого 
= > 0 существует 6 = 6 (#, хо) > 0 такое, что при |х—ж| < 6 
для всех значений [ (х), имеющих смысл, выполнено неравенство 


Во) — РТ < г. 


Функция } (х) называется непрерывной на данном множестве 
Х = {х} (интервале, сегменте и т. п.), если эта функция непре- 
рывна в каждой точке множества Х 

Если при некотором значении х == ху, принадлежащем об- 
ласти определения Х == {х} функции [(х) или являющемся 
предельной точкой этого множества, равенство (1) не выполнено 
(т. е. или (а) не существует число { (х), иными словами, функ- 


ция не определена в точке х == хь, или (6) не существует Ит } (х), 
х->х 


или (в) обе части формулы (1) имеют смысл, но равенство между 
ними Не имеет места), то хо называется точкой разрыва функиии 
го. 

Различают: 1} точки хо разрыва первого рода, для которых 
существуют конечные односторонние пределы; 


Рю — 0) = Нм Г) и Ко 0 = Нм ГР 
х-х—0 х—х,-0 


п 2) точки разрыва второго рода — все остальные. Разность 
(хо + 0) — Е 0) 
называется скачком функции в точке хо. 
Если выполнено равенство 
Е _ 9) == [ (хо -- 0), 


то точка разрыва хо называется устранимой. Если по меньшей 
мере один из пределов { (х, — 0) или | (хо -- 0) равен символу оо, 
ч0 хо называется точкой бесконечного разрыва. 

Если выполнено равенство 


Ри — 0) = (хо) (или (хо + 0) = [%9)), 


чо говорят, что функция { (хо) непрерывна слева (справа) в точке ха. 
Для непрерывности функции { (х) в точке хо необходимо и до- 
статочно равенство трех чисел: 


оо — 0) = [о + 9 = о. 
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2. Непрерывность элементарных функ- 
ций. Если функции [(х) и в(х) непрерывны при значенни 
& = хо, то функции 


7 

а) 080); 9 НОЕ; 9 те (90) 
также непрерывны при х == х,. 

В частности: а) целая рациональная функция 

Р (х) = в + ах... -| ап" 
непрерывна при любом значении х; 6). дробная рациональная 
функция 
$ 
в) = в-ах-... ах 
вю ых - ..о + бих" 
непрерывна при всех значениях х, не обращающих знаменателя 
в нуль. 

Вообще основные элементарные функции: х”, Упх, соз х, 
+4 х, в”, 10бах, агсзт х, агссо$ х, агих,... непрерывны во 
зсех точках, где они определены. 

Более общий результат следующий: если функция | (х) 
непрерывна при х = х, и функция д (у) непрерывна при у == 
= { (хо), то функция & ({ (х)) непрерывна при х == %. 

8°. Основные теоремы о непрерывных 
функциях. Если функция {(х) непрерывна на конечном 
сегменте [а, 5], то: 1) [(х) ограничена на этом сегменте; 2) до- 
стигает на нем своей нижней грани т и верхней грани М (тео- 
рема Вейерштрасса); 3) принимает на каждом интервале 
(«, Вс (а, 6] все оные значения между | (а) и 
Г (В) (теорема Коши). В частности, если [ (©) [.(В) < 0, то най- 
дется значение % (« < < В) такое, что { (%) = 0. 


662. Дан график непрерывной функции у == } (х). 
Для данной точки а и числа г >> 0 указать геометриче- 
ски число 6 > 0 такое, что |{(х) — [(а)|<е при 
1х—а|<5. 

663. Требуется изготовить металлическую квадрат- 
ную пластинку, сторона которой хь = 10 см. В каких 
пределах допустимо изменять сторону х этой пластинки, 
если площадь ее у = х* может отличаться от проектной 
/0 = 100 см? не больше чем а) на - | см?; 6) на--0,1 см; 
в) на + 0,01 см?; г) на - в см?? 

664. Ребро куба заключается между 2 ми 3м. С ка- 
кой абсолютной погрешностью А допустимо измерить 
ребро х этого куба, чтобы объем его у можно было вы- 
числить с абсолютной погрешностью, не превышающей 
8 м3, если: а) = = 0,1 м3; б) г = 0,01 м8; в) в = 0,001 м3? 

665. В какой максимальной окрестности точки 
х = 100 ордината графика функции у = ^/х отли- 
чается от ордкна“"! и = 10 меньше чем на в = 1078 


$ 7. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ 79 


("> 0)? Определить размеры этой окрестности при 
п =0, 1, 2, 3. 

666. С помощью «е—6»-рассуждений доказать, что 
функция | (х) == х* непрерывна при х == 5. 

Заполнить следующую таблицу: 


Е ИИ ВЕ 


667. Пусть #(х) = 1 иез 0,001. Для значений 


ь Хх 
Хо = 0,1; 0,01; 0,001;... найти максимально большие 
положительные числа 6 =0 (е, х) такие, чтобы из 
неравенства |х—№|<. 6 вытекало бы неравенство 
РР) — Ро) |< =. 

Можно ли для данного е == 0,001 выбрать такое 
6> 0, которое годилось бы для всех значений ж из 
интервала (0,1), т. е. такое, что если |х—^ |< 8, то 
ЕО —Е@)| <. в, каково бы ни было значение 
Хх ,1)? 

668. Сформулировать на языке «е—6» в положитель- 
ном смысле следующее утверждение: функция } (х), 
определенная в точке хо, не является непрерывной в этой 
точке. 

669. Пусть для некоторых чисел = >> 0 можно найти 
соответствующие числа 8 =6(е, х) > 0 такие, что 
№) — Е) | < в, если только |х—% | < 6. 

Можно ли утверждать, что функция } (х) непрерывна 
в точке хо, если: а) числа в образуют конечное множество} 
6) числа = образуют бесконечное множество двоичных 


, 1 
дробей жет п=Ь, 2) 


670. Пусть дана функция | (х) = х -- 0,001 {х). 

Показать, что для каждого ё >> 0,001 можно по- 
добрать д = 6 (в, х) >> 0 такое, что |{ (х') — {(х)| < &, 
если только |х’—х| < 6, а для 0 < = < 0,001 для всех 
значений х этого сделать нельзя. 

В каких точках нарушается непрерывность этой 
функции? 
о 671. Пусть для каждого достаточно малого числа 
6 >0 существует 2 == # (5, х) > 0 такое, что если 
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1х—х | < 5, то выполнено неравенство | } (х} — } (хо) |<. 
Следует ли отсюда, что функция } (х) непрерывна при 
х = ж? Какое свойство функции } (х) описывается дан- 
ными неравенствами? 

672. Пусть для каждого числа = > 0 существует 
число 6 == 6 (2, хо) >> 0 такое, что если |} (х) — | (ж)|<г, 
то |х—х| < 6. Следует ли отсюда, что функция | (х) 
непрерывна при значении х = х? Какое свойство функ- 
ции описывается этими неравенствами? 

673. Пусть для каждого числа 6 > 0 существует 
ЧИСЛО @ == е (6, хо) >> 0 такое, что если |} (х) — { (хо) |<, 
то |х—х| < 5. 

Следует. ли отсюда, что функция [(х) непрерывна 
при х = х? Какое свойство функции {} (х) описывается 
данными неравенствами? 

Рассмотреть пример: 


Но [ агс48 х, если х рационально, 
Х} = 
( л — агсф х, если х иррационально. 


674. С помощью «е—6»-рассуждений доказать не- 
прерывность следующих функций: а) ах-РЬ; 6) х%; 


в) хз; г) ^/Х; д) УХ; е) зшх; Ж) с0$ х; 3) агсё х. 
Исследовать на непрерывность и изобразить графи- 
чески следующие функции: 
675. } (х) = |. 
х—4 
———_, если х=2; 
676. по Ри а 
А, если х=2. 
677. /(х) = 
ИЗВОлЬНОо. 


678. а) ВХ) = 


ие. если х=Е —|и (—1— про- 


зтх 
1х | 
‚› если х=0 и [| (0) =1, 


‚ если х520 и | (0 = 


6) № (х = т 


п 
1х | 


679. Кд =зт-—, если х5О и / (0) —произвольно, 


680. Ка = хзт ——, если 50 и # (0) =0. 
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681. {(х) =е-М®, если х-0 и | (0) =0. 


682. (д =-—1 


г» если хэ1 и { (1) — произ 
е 


вольно. 

683. |[ (х) =х п х®, если х=20 и [ (0) =а. 

684. {(х) = 5х. 685. } (х) = 1х1 

686. [(х) =л/х —[4/х |. 

Определить точки разрыва функций и исследовать 
характер этих точек, если: 


х 1-х 
687. = ия 688. И. 


691. у —^_. 692. ЕТ Е. 


693. у= с05* 1. 694. у = $2п (зп =) | 
х х 


я 
0$ — 


695. и= 696. у=агме — | 


с0$ ты 
697. у= Их агс —- . 698. у= е+\. 
1 1 
99. у. Е 
Я шпх Жи 1— е*/1-х 


Исследовать на непрерывность и нарисовать эскизы 
графиков следующих функций: 


701. у = зп ($т х). 702. у=х— [|], 
703. у=х [х]. 704. у = [х] в лх. 


905. уд [9]. 1706, х= [--]. 


207. у=х [-] . 708. у= $31 (со =) о 


б—2383 


$2 
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709. у= [= |= (т >). 710. у=в-——. 


7. уе, 712. у=(—169, 


713. у-аеы (++ —>). 


1 
за (9) ° 


714. у, 1715. у= 


ха иах 


716. у=ш-—“ __, 71, уве, 
у е+0е-9 й 


718. у=1-—е-и”, 719. у= 2, 


1— 


Исследовать на непрерывность и построить графики 


вледующих функций: 


720. у=Шт — № —(х>0). 721, у=Шт И 
: а 1-х" у : м рп ы 
722. у=т у 1-27". 723. у= Ит с0577 х, 
П—со по 
724. у=т - 


пью 1-- пл ° 


725. у=Ит [хагс (пс х)]. 
П—со 


я х-| хзе"х 
о 
727. у= Шт ва. 

ры Ша е) 


728. у= Им и» вы. 
-->-{-со 


729. Является ли непрерывной функция 
2х, если 0 <х<Ь 
м9”, если 1<х<2, 
730. Пусть 
ех, если х<50, 
На [ если х>0. 


м каком выборе числа а функция | (х) будет непрерыв- 
Ной 
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731. Исследовать следующие функции на непрерыв- 


ность и выяснить характер точек разрыва, если: 


при О<х = 1, 
х при 1<5х <; 
х при |х|<Ь 
1 при |х|> г 


2 
а) 9-5 _ 


6) ню | 


лх 
с0$ —— при 1х1 
в) о и 
1—1 при 1х6 


Е лх для нецелого х, 
) [9 = 
для целого х; 
Г | лх для рационального х, 
д /®= для иррационального х. 


732. Функция 4 = 4 (х) представляет собой крат- 
чайшее расстояние точки х числовой оси Ох от множества 
точек ее, состоящего из отрезков 0 < х < 1и2 < х<3. 
Найти аналитическое выражение функции 4, построить 


ее график и исследовать на не- 
прерывность. 

733. Фигура Е состоит из 
равнобедренного треугольника 
с основанием {| и высотой [ и 
двух прямоугольников с осно- 
ваниями | каждый и высотами, 
равными 2 и 3 (рис. 5). Функ- 
ция $ =5 (1) (О<у<- о) 
представляет собой площадь 
части фигуры Е, заключенной 
между параллелями У =0 ни Рис. 5 
У =и; а функция 6 = (у) 


(0 <у< - о) есть длина сечения фигуры Е парал- 
лелью У = у. Найти аналитические выражения функ- 
ций 5 и 65, построить их графики и исследовать на’ не- 


прерывность. 
734. Доказать, что функция Дирихле 


х (<) = Ит т с05" ии 
тыс (пс 


разрывна при каждом значении х- 
6* 
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735. Исследовать на непрерывность функцию 
Р(х) = хх, <), 


где Хх (х) — функция Дирихле (см. предыдущую задачу). 
Построить эскиз графика этой функции. 
736. Доказать, что функция Римана 


1 т | 
—, если х= —_, где м и п взаимно 
п п 


Хх} = 
Г простые числа; 
0, если х иррационально, 


разрывна при каждом рациональном значении х и не- 
прерывна при каждом иррациональном значении х. 
Построить эскиз графика этой функции. 

737. Исследовать на непрерывность функцию } (х), 
заданную следующим о 


нот, 
если х есть несократимая рациональная дробь № (п>1, и 
Г) = 1х1, 


если х— иррациональное число. Построить эскиз гра- 
фика этой функции. 
с0$ Хх 


738. Функция Но =. определена для всех 


значений аргумента х, кроме х = 0. Какое значение 
следует приписать функции Р (х) в точке х = 0, чтобы 
эта функция была непрерывной при х = 0? 

739. Показать, что при любом выборе числа [(1) 


функция [ (х) = будет разрывна при х = 1. 


740. Функция ; (х) теряет смысл при х == 0. Опреде- 
лить число { (0) так, чтобы }{ (х) была непрерывна при 
Х == 0, если: 


а) !(х) = АТ —1 ее. : 
УЕ 


в) Нд = чпхяи-—; г) #9 =(+5; 


; б/®=—— 
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доке 9-х >09; 


ж) | (х) = х1п9х. 

741. Обязательно ли будет разрывна в данной точке хо 
сумма двух функций | (х) а (х), если: а) функция 
{ (х) непрерывна, а функция & (х) разрывна при х = хз; 
6) обе функции {[ (х) и & (х) разрывны при х == х,? По- 
строить соответствующие примеры. 

742. Обязательно ли произведение двух функций 
ГО) в С) терпит разрыв непрерывности в данной точке 
хо, если: а) функция } (х) непрерывна, а функция & (х) 
разрывна в этой точке; 6) обе функции }(х) и в (х) раз- 
рывны при х == х? Построить соответствующие при- 
меры. 

743. Можно ли утверждать, что квадрат разрывной 
функции есть также разрывная функция? 

Построить пример всюду разрывной функции, квад- 
рат которой есть функция непрерывная. 

744. Исследовать на непрерывность функции { [2 (х) | 
иа [ (х) |, если: 


а) { (х) = зпхи а (х) =1+ 27; 
6) | (х) = зпх и & (%) =х (1—х'); 
в) | (х) = звепх из (х) = 1-х — []. 


745. Исследовать на непрерывность сложную функ- 
цию и = [ (и), где и =ф (х), если 


и при 0<и<!; 
(и) = 
2—и при 1<и=<2 
н 
х при х рациональном; 


| (0<х< |. 


2—х при х иррациональном 


746. Доказать, что’если | (х) — непрерывная функ- 
ция, то 2 (х) == |{ (х) | есть также непрерывная функция. 

747. Доказать, что если функция } (х) непрерывна, 
то функция 


—с, если }()<— с; 
(= | РЭ, если |1 (91 < с: 
с, если [(х)>с, 
где с — любое положительное число, также непрерывна. 
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748. Доказать, что если функция } (х) непрерывна 
на сегменте [а, 6], то функции 


ое Е} им мы {7 (=)} 


также непрерывны на [а, 6]. 
749. Доказать, что если функции ] (х) и & (х) непре- 
рывны, то функции 


Ф (*) = шт { (%), 6 (*)]иф 0) = тах Г (х), & (®)1 
также непрерывны. 

750. Пусть функция | (х) определена и ограничена 
па сегменте [а, 6]. Доказать, что функции 


т(х) = шР {Г} и Мо) = эр {1} 
а<ё<х а<Е<х 


непрерывны слева на сегменте [а, 6]. 

751. Доказать, что если функция } (х) непрерывна 
в промежутке а < х< -- © и существует конечный 
Нш #(х), то эта функция ограничена в данном  проме- 
х-— + 
жутке. 

752. Пусть функция } (х) непрерывна и ограничена 
в интервале (х›, - со). Доказать, что, каково бы ни 
было число Т, найдется последовательность х» -> -| со 
такая, что 


Ни (к. НТ) —Г(ж) =0. 


753. Пусть ф (х) и ф (2) — непрерывные периодиче- 
ские функции, определенные при — со <х< -+ ® и 


ит (Ф(9—$(@)} =0. 
х—--с0 


Доказать, что ф (х) =\ (х). 

754. Доказать, что все точки разрыва ограниченной 
монотонной функции являются точками разрыва 1-го 
рода. 

755. Доказать, что если функция } (х) обладает сле- 
дующими свойствами: 1} определена и монотонна на 
сегменте [а, 5]; 2) в качестве своих значений принимает 
все м между | (а) и | (5), то эта функция непрерывна 
на [а, 6 


756. Показать, что функция } (х) = эп 


‚ если 
х—а 


х аи | (а) = 0, принимает на любом сегменте [а, 6} 
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все промежуточные значения между | (а) и } (5), однако 
не является непрерывной на [а, 6]. 

757. Доказать, что если функция {(х) непрерывна 
на интервале (а, 5) их,, х,..., Хх, — любые значения 
из этого интервала, то между ними найдется число & 
такое, что 


НО Ибе) Ред +. . ЕР. 


758. Пусть { (х) непрерывна в интервале (а, 65) и 


= Ви (о) и Е = тр. 


х—а Яо 


Доказать, что, каково бы ни было число А, где 
(< ^ < Г, существует последовательность х„-> а (п= 
=], 2,...) такая, что 


Ит (х,) =^. 


п>с 


8 8. Обратная функция. 
Функции, заданные параметрически 


1°, Существование и непрерывность об- 
ратной функции. Если функция у = |(х) обладает 
следующими свойствами: 1) определена и непрерывна на интер- 
вале (а, 5); 2) монотонна в строгом смысле на этом интервале, 
1о существует однозначная обратная функция х == {-? (у), опре- 
деленная, непрерывная и соответственно монотонная в. строгом 
ёмысле на интервале (А, В), где А = Ит }(х) в В = Ит [ (х). 

х—а--0 х-5—0 

Под однозначной непрерывной ветвью многозначной обратной 
функции данной непрерывной функции у== { (х) понимается любая 
однозначная непрерывная функция х = р (5). определенная в 
максимальной области ее существования и удовлетворяющая 
в этой области уравнению { [а (и)] = и. 

2°. Непрерывность функции, заданной 
параметрически. Если функции Ф (1) и \ф (1) опреде- 
лены и непрерывны в интервале (©, В) и функция ф (1) строго 
монотонна на этом интервале, то система уравнений 


х=$(0, у=ф (0 
определяет у как однозначную непрерывную функцию от х: 
у=ф (Ф-* (=), 


на интервале (2, 5), где а = Ит = 8. 
рвале (а, 6), гд пе ф я ро 
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759. Найти обратную функцию дробно-линейной 
функции 


__ хо Е 
уни а—6с520. 


В каком случае обратная функция совпадает с данной? 
760. Найти обратную функцию х = х (у), если 


у=х- Ц]. 


761. Показать, что существует единственная непре- 
зывная функция у=и(х) (— © <х< - в}, удов- 
летворяющая уравнению Кеплера 

у— езпу =х (0<8< 1. 

762. Показать, что уравнение сё х = Ах для каж- 
дого вещественного №. (— © << + о) имеет в ин- 
тервале 0 < х<л единственный непрерывный корены 
х=х (#1). 

763. Может ли немонотонная функция у= 
== } (х) (— © < х< - о) иметь однозначную обрат- 
чую функцию? Рассмотреть пример: 


у х, если х рационально, 
—х, если х иррационально. 


764. В каком случае функция у = {(х) и обратная 
функция х = р"(у} представляют одну и ту же функ- 
цию? 

765. Показать, что обратная функция разрывной 
функции у = (1+ х?) $61 х есть функция непрерыв- 
ная. 

766. Доказать, что если функция [Ё(х) определена 
и строго монотонна на сегменте [а, 6] и 


Ни (жа) == (а) @<%< 5), 
п>с 
то 
ИТ Хх, =а. 


п>> 
Определить однозначные непрерывные ветви обрат- 
вых функций для следующих функций: 


767. у=х. 768. у=2х—Фм,  709.у= 


в - 
14 х2 
7170. у=зтх. 77. у=с0зх. 772. у= 4х. 
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773. Показать, что множество значений непрерывной 
функции у = 1-- п х, соответствующих интервалу 
(0 <х< 24), есть сегмент. 

774. Доказать равенство 


; л 
агсят х -- агссоз х = >. 
775. Доказать равенство 
агсе х - аг{ —- = г ет х (*=20). 
776. Доказать теорему сложения арктангенсов: 
х 

У + гл, 

1 — ду 


где в = в (х, у) — функция, принимающая одно из трех 
значений: 0, 1, — 1. 

Для каких значений у при данном значении х возмо- 
жен разрыв функции 2? Построить на плоскости Оху 
соответствующие области непрерывности функции 8 
и определить значение этой функции в полученных 
областях. 

777. Доказать теорему сложения арксинусоз: 


агсзиа х - агсз!т у = 
= (= 1) агсят (х^/ТШШ В уф) еп 
(х1<Ь 19| < 1) 


агс4е х + агсе у = агсо 


где 
«-[“ если ху < 0 или х? + < 1, 
еп х, если ху > 0и х* + у > 1. 
778. Доказать теорему сложения арккосинусов: 
агссох х -{- агссо$ у = 
= (—1) агссоз (хи— 1—9 Ту) + 2лв 
(< 1111), 
где 
«|7 если Хх у> 0, 
1, если х+у< 0. 
779. Построить графики функций: 


а) и= агсупт х— агсзш 4/1— 2; 
6) у= агсзт (2х ^/1- 9 )—2 агсяп х, 
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780. Найти функцию у = у (х), заданную уравне- 
НИЯМИ: 


х = агс{5 {, у == агсс4в # (— с9< #< + о). 


В какой области определена эта функция? 

781. Пусть х = СП Ь у == $1 @ (-- © << - э). 

В каких областях изменения параметра`{ перемен- 
ную у можно. рассматривать как однозначную функцию 
от переменной х? Найти выражения у для различных 
областей. 

782. Каковы необходимые и достаточные условия 
того, чтобы система уравнений х = ф (1), у=\ф (д 
(& < {< В) определяла бы у как однозначную функ- 
ЦИЮ от д? 

Рассмотреть пример: х = $1? у == с05*ё. 

783. При каких условиях две системы уравнений 


х=$(0, у=ф(0 (а<1:<5 


х = (9х (1), у=ф (4 ()) @<*<вВ 


определяют одну и ту же функцию у = у (х)? 
784. Пусть функции ф (х) и ф (х) определены и не- 


прерывны на интервале (а, 5) и А = Ш ‚Ф (х), В = 
в<х<ы 
== зир® (х). В каком случае существует однозначная 
а<х< 


функция [ (х), определенная в интервале (4, В) и та- 
кая, что 


$ (*) = [(Ф ()) приа<х< 


$ 9. Равномерная непрерывность функции 


1°. Определение равномерной непрерыв- 
ности. Функция [(х) называется равномерно непрерывной 
на данном множестве (интервале, сегменте и т, п.) Х = {х}, 
если /(х) определена на Х и для каждого -в > 0 существует 
6 = 6 (=) > 0 такое, что для любых значений х'’, х’ СХ из 
неравенства 


1'—х”” | < 6 
следует неравенство 
оф’ < а. 


2°. Теорема Кантора. Функция [ (х), определен 
ная и непрерывная на ограниченном сегменте [а, $], равномерно 
чепрерывна на этом ‘сегменте. 
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785. Цех завода вырабатывает квадратные пластинки, 
стороны которых х могут принимать значения в преде- 
лах от | до 10 см. С каким допуском 6 можно обрабаты- 
вать стороны этих пластинок, чтобы независимо от их 
длины (в указанных границах) площадь их у отлича- 
лась от проектной меньше, чем на =? Произвести чис- 
ленный расчет, если: 


а) == |1 см; 6) = 0,01 см?; в) е = 0,0001 см”. 
786. Цилиндрическая муфта, ширина которой 8 


и длина 6, надета на кривую у = Ух и скользит по 
ней`Так, что ось муфты остается параллельной оси Ох. 
Чему должно быть равно 6, чтобы эта муфта свободно 
прошла участок кривой, определяемый неравенством 
— 10 <х < Ш), если: а) в = 1;.6) ё = 0,1; в) е = 0,01; 
Г) г произвольно мало? 

787. В положительном смысле сформулировать на 
языке «г—6» утверждение: функция [(х) непрерывна 
на некотором множестве (интервале, сегменте и т. п.), 
но не является равномерно непрерывной на этом мно- 
жестве. 

788. Показать, что функция } (х) = Их непрерывна 
в интервале (0, 1), но не является равномерно непре- 
рывной в этом интервале. 

789. Показать, что функция |\(х) = зт л/х непре- 
рывна и ограничена в интервале (0, 1), но не является 
равномерно непрерывной в этом интервале. 

790. Показать, что функция } (х) = зт х? непрерывна 
и ограничена в бесконечном интервале — со < х <- оо, 
но не является равномерно непрерывной в этом интер- 
вале. 

791. Доказать, что если функция }(х) определена 
и непрерывна в области а < х< -|- ©8 и существует 
конечный 

Нт /(х), 
Хх 
то {(х) равномерно непрерывна в этой области. 
792. Показать, что неограниченная функция 


Ё@) = Хх + зтх 


равномерно непрерывна на всей оси — © < х<- ®. 
793. Является ли равномерно непрерывной функция 
[(@®) = х? на интервале а) (—-1, 17), где { — любое, 
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сколько угодно большое положительное число; 6) на 
интервале (— оо, -- оо}? 


Исследовать на равномерную непрерывность в за- 
данных областях следующие функции: 


794, у (1 <<. 


795. [(х) = шх (0<х<1. 
796. 1) = т 0<х<я). 


797. Нод =етсоз-—— (0<х< 1. 


798. Ё(х) =агс в х {— << + о). 
799. (= (1 <х< + о). 
800. | (х) =хзшх (О <х< - о). 


1х] 
х 


801. Показать, что функция }(х) = равно- 


мерно непрерывна на каждом интервале 
Л: = (-1<х<0ди/, =0<х<1 


по отдельности, но не является равномерно непрерыв- 
ной на их сумме 
Ча Л, = 0<|х|< 1}. 

801.1. Доказать, что если функция } (х) равномерно 
непрерывна на каждом из сегментов [а, с] и [с, 6], то 
эта функция является равномерно непрерывной на сум- 
марном сегменте [а, 5]. 

802. Для => 0 найти 6 == 6 (2) (какое-нибудь), 
удовлетворяющее условиям равномерной непрерывно- 
сти для функции } (х) на данном промежутке, если: 


а) [(х) =5х—3 (—<<5х< +); 
6) = — 2—1 (—2<х=<5). 

в) (9 =-- [1 

п =\Ух (0 <х< + о); 

д) [(х) =2 п х— 05 х (— 00 <х< +00); 


е (= хп (7-0) и {0 =0 ©<х<л. 
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803: На сколько равных между собой отрезков до- 
статочно разбить сегмент [1, 10], чтобы колебание 
функции | (х) = х? на каждом из этих отрезков было: 
меньше 0,0001? 

804. Доказать, что сумма и произведение ограни- 
ченного числа равномерно непрерывных на интервале 
(а, 6) функций равномерно непрерывны на этом интер- 
вале. 

805. Доказать, что если ограниченная монотонная 
функция |[ (х) непрерывна на конечном или бесконечном 
интервале (а, 6), то эта функция равномерно непрерывна 
на интервале (а, 5). 

806 (н). Доказать, что если функция /(х) равно- 
мерно непрерывна на конечном интервале (а, 6), то 
существуют пределы 

А= Нт / (<) и В= Шт /[ (>). 
в-ьа-0 х>Ь—0 
Верна ли эта теорема для бесконечного интервала (а, 6)? 

806.1. Доказать что для того, чтобы функцию } (х), 
определенную и непрерывную на конечном интервале 
(а, 5), можно было продолжить непрерывным образом 
на сегмент [а, 5], необходимо и достаточно, чтобы функ- 
ция {(х) была равномерно непрерывна на интервале 
(а, В). 

807. Модулем непрерывности функции | (х) на про- 
межутке (а, 6) называется функция 

©; (6) = зир |{ (х,) — Го) 
где х; и х. — любые точки из (а, 6), связанные условием 
1х:—Х2 | < 6. 

Доказать, что для равномерной непрерывности 
функции | (х) на промежутке (а, 6) необходимо и доста- 
точно, чтобы 

т ©; (5) =0. 
6-—--0 

808. Получить оценку модуля непрерывности в; &} 

(см. предыдущую задачу) вида 
©; (5) < С5=, 
где Си < — константы, если: 

а) [(х) = № ©<х< 1}; 


6) (д =\х (О<х<а) и (а<х< +0), 
в) [(х) = япх--с0зх (0О<х<2л). 
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809. Доказать, что единственная непрерывная функ- 
ция }() (— < <х<- в), удовлетворяющая для 
всех вещественных значений х и у уравнению 


Гу =Е& + ГО, (1) 
есть линейная однородная | (х) = ах, где а = (1) — 
произвольная константа, 

810. Доказать, что монотонная функция Е), удов- 
летворяющая уравнению (1), есть линейная однородная. 

811. Доказать, что функция }{ (х), удовлетворяющая 
уравнению. (1!) и ограниченная в сколь угодно малом 
интервале (— г, е), есть линейная однородная. 

812. Доказать, что единственная не равная нулю 
тождественно непрерывная функция } (х) (— © <х< 
< + ©), удовлетворяющая для всех значений хиу 


уравнению 
(хх + у = Г ® ГО, (2) 


есть показательная } (х) = а*, где а = } (1) — положи- 
тельная постоянная. 

813. Доказать, что не равная нулю тождественно 
функция } (х), ограниченная в интервале (0, =) и удов- 
летворяющая уравнению (2), есть показательная. 

814. Доказать, что единственная не равная нулю 
тождественно непрерывная функция | (х) (0 < х<- со), 
удовлетворяющая для всех положительных значений 
хиу уравнению 


Ру) = Г) + ГО, 
есть логарифмическая } (х) = 105ах, где а — положи- 
тельная константа (а = 1). 

815. Доказать, что единственная не равная нулю 
тождественно непрерывная функция | (х) (0 < х < +05), 
удовлетворяющая для. всех положительных значений 
х ни уравнению 


Ну) = [®) [9 (3) 
есть степенная } (х) = х°, где а — постоянная. 

816. Найти все непрерывные функции { (х) (— © < 
<х< + о), удовлетворяющие для всех вешествен- 
ных значений х и у уравнению (3). 

817. Показать, что разрывная функция | (х) = $61 х 
удовлетворяет уравнению (3). 
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818. Найти все непрерывные функцин { (х) (— © < 
<х<- о), удовлетворяющие для всех вещеслвен- 
ных значений х и у уравнению 

РЕРУ Ее = 21 [®. 

819. Найти все непрерывные ограниченные функции 
Е из (х) (— ® <х< + о), удовлетворяющие для 
всех вещественных значений х и у системе уравнении: 

ГЕ = —-# Е, 

ау = ЕГО, 
и, сверх того, условиям нормировки: 
(0) =Тиа (0) =0, 

Указание. Рассмотреть фувкцию 

Е =Р О). 

820. Пусть А (<) = [(&- АХ) —{1@®) и АТС) = 
= А {А (х)} суть конечные разности функции [(х) 
соответственно изрвого-и второго порядков. 

Доказать, что если функция { (^) (— © <х-< -| о) 
непрерывная и А*4 (х) =0, то эта функция лниейная, 
т. е. [(х) = ах -- ©, гдеан 6 — постоянные, 


ОТДЕЛ П 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 


ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 


8$ 1. Производная явной функции 


1°. Определение произвоиной. Если я п 
я1=х-|- Ах — значения независимой переменной, то разность 


Ду == (я -- 4х) —[ (>) 


вазывается приращением функции у = | (х) на сегменте [х, х1]. 


Выражение 


РР = п Г () 


х--0 Ах 


есжи оно имеет смысл, носит название производной, а сама функ- 


Рис. 6 


ция [ (%) в этом случае называется 
дифференцируемой. 

‚ Геометрически чиело [ (х) пред 
ставляет собой угловой коэффици- 
ент касательной к графику функции 
у=|[ $ в точке его х (ва==Р) (х) 
(рис. 6). 

2°. Основные правила 
нахождения произвоща 
ной. Если с — постоянная вели- 
чина и функцви и: 4(х), ©=^ 


= 0 (5), № = и (1) имеют производные, то 


1) с’=0; 


2) (си)' == си’; 


3) и--9— )’ == и’ 0’ — 9") 


4) (цо)’ = шо о’ш 


и \' и’ — и’ . 
я (+) =“ ©жо 


6) (м”)’= пи? ии (п — постоянное число)? 
7) если функции у == [ (и) и и = Ф (х) имеют произволные, 


У; = Уши. 
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3°. Основные формулы. Если х — независимая 
переменнйя, то 


1. (х")” == пхб-1 (п — постоянное число). 


11. ($11 <)” = с05х. 11. (с05х)’ = —зщх, 
1. ит, У. са = 
с05* х $11 х 
УТ. (агсз1п х)' = ИН 
1—2 
УЦ. (агссоз Хх)’ = ЕЕ: 


4/1 — 


УП. (атс х)' ===. ГХ. (агсейв <)’ = — 1 


х 1-8 

Х. (а*)’=а ша, (==. 
ХЕ. (0х = — 1 @>0); 

х па 

(ах =-— @>0 а х>0). 
х 

ХИ. 6х)’ = св х. ХИ. (св х)’ = 8х. 

1 1 
ХУ. (1 х)’ = ХУ. сх)’ = — р 

сия ео? х ‘ ) 8х 


4°. Односторонние производные. Выраже 


НИЯ 
&х-—0 Ах 


и а 1@+49-К® 
1+ ©) ры Ах 


называются соответственно лёвой или правой' производной функ 
ции [ (х) в точке х. 

Для существования производной [’ (х) необходимо и до- 
статочно, чтобы 


=. 


5°. Бесконечная производная. Еслн функ 
ция [ (<) непрерывна в`точке хи 
не 2-49 -К®_ 5. 
&х->0 Ах 


то говорят, что в точке х функция { (х} имеет бесконечную произ 
водную. В этом случае касательная к графику функции у = 
= [(х) в точке х перпендикулярна к оси Ох. 

71-2383 
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821. Определить приращение Ах аргумента х и со- 
ответствующее приращение Ау функции у = 15 х, если 
х изменяется от 1 до 1000 

822. Определить приращение Ах аргумента х и со- 
ответствующее приращение Ду функции у = 1/х?, если 
х изменяется от 0,01 до 0,001. 

823. Переменная х получает приращение Ах. Опрз- 
делить приращение Ду, если: 


а) и=ах--6; 6) у=ае-Вх-с; в) у=а^. 

824. Доказать, что: 

а) АЕ (х)  & (х) | = 40) - Де (5; 

6) АГ (х) & (*)1 = 8 (+ Ах) АГ (х) + [(х) 48 <). 


825. Через точки А (2, 4) и А’ (2 + Ах, 4+ ду 
кривой у = х? проведена секущая АА’. Найти угловой 
коэффициент этой секущей, если: а) Ах = 1; 6) Ах = 0,1; 
в) Ах = 0,01; г) Ах произвольно мало. 

Чему равен угловой коэффициент касательной к дан- 
ной кривой в точке А? 

826. Отрезок 1 <х< 1-Й оси Ох с помощью 
функции у = хз отображается на ось Оу. Определить 
средний коэффициент растяжения и произвести числен- 
ный расчет, если: а) й = 0,1; 6) # = 0,01; в) # = 0,001. 

Чему равен коэффициент растяжения при этом ото- 
бражении в точке х = 1? 

827. Закон движения точки по оси Ох дается фор- 
мулой 

х = 10-51, 


где Е — время в секундах и х — расстояние в метрах. 
Найти среднюю скорость движения за промежуток вре- 
мени 20 < Ё< 20 - АЁ и произвести численный рас- 
чет, если: а) АЁ = 1; 6) АЁ = 0,1; в) ДЕ = 0,01. Чему 
равна скорость движения в момент времени # = 20? 

828. Исходя из определения производной, непо- 
средственно найти производные следующих функций: 

Й Е] 

8) х'; 6) 2; в —; п /х; ДУХ; ев) Шх; ж) сшх; 
8) агсуп х; и) агссоз х; к) агб х. 

829. Найти } (1), Ё (2) и [ (3), если 

Г) = Ы—1 0—2) («—3°. 
830. Найти { (2), если [| (х) = эт (х—2). 
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831. Найти [’ (1), если 


[< =х- @—1 агсзт ^/ ы 


х--1 ) 
Е ‚ если функция (<) 
дифференцируема в точке а. 
833. Доказать, что если функция | (х) дифференци- 
руема и п. — натуральное число, то 


= 
Итл[# (+) =Р 6. (1) 

Обратно, если для функции | (х) существует предел 
(1), то можно ли утверждать, что эта функция имеет 
производную? Рассмотреть пример функции Дирихле 
(см. отд. 1, задачу 734). 


832. Найти !т 
х>а 


Нользуясь таблицей производных, найти производ- 
ные следующих функций: 


834. у=2- хх. 
Чему равно и’ (0); у’ (5); у’ (1); у’ (— 10}? 
835. ух, 


При каких значениях х: а) у’ (х) =0; 6) у (х = 
= —2; в) и" (Хх) = Ю? 


ах--ь 
836. у= а? -- 543 —х5. — 837. у= в . 
838. и= (х—а) (х— 6. 
839. и=(х-1) (= 2) (х-- 3}. 
840. у= (ху па - со$ а) (х с0$ &— $11 ©). 
841. у= (1 пх”) (1-Е тлх”). 
842. у=(1—х) (1—2) (1—2). 


842.1. у= (5-2) (3— 4х). 


1 2 3 
Е а 


т 844. Доказать формулу ИИ 


ах-- 6 \' _ | 
а 
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Найти производные функций: 


845. 
847. 
848. 


849. 


851. 
852. 


853. 


855. 
856. 


857. 


858. 
859. 


860. 


861. 
862. 
863. 
864. 


___ 2х В 1-х — 2 
Е 846. у ЕЕ 
В Хх 
зай‘ 
_ _@—х) @—э) 
= а-я 
па .. ЗП. 
(1-х) 1--х 
у=х-+х Ух 
1 1 1 
ИЕ - . 


у=} © — и . 854. у=хАТ+®. 


х 


= УЗ. 


=" ая". 
у=—— 
т 
1 
о 1 ° 
у 


НЕЕ НЫ 
МТ+и («+ тя) 

у=А/х-х-+ я. 

У 1+ Ут | 


у=с0$ 2х—2 п х.. 
у == (2—х?) созх-- 2х тх, 
у = $11 (с05? х)-с0$ ($11? х). 


865. у= п” хсоз пх. — 866. у= чп [т ($т х)|. 
5х _ _ $08 х 
867. ид ° 868. у= их . 
И Япх— хсозх 
0": у со5пх ° в созх--хзшя ° 


871. 


8172. 


873. 
874. 


875. 
877. 


879. 


880. 


881. 


882. 


883. 
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Хх х 
у= + > —9 8 75. . 
ух — 1х +-— 45° х. 
у=4у сх уч х. 


х х 
у = $662 -— -- созес? —. 
а а 


у= п (603? (#53 х)]. — 876. у=е-*. 


у=24 №, — 878. у=ея (9— 2х--2), 


| — х)? 
== С0$ *] ат ® 


у=|[ Щи цих — 
2 


у== = (1+#--). 
т 3-$тх -{ с05х 
3х . 
азшьх — В с0$ 6х 
^/а*-- 52 
у=е- ее“. 


у= 


уе 


‚(УСС взь во 


у = 20° а” ++ а" (а>0). — 886. у= 16? да. 


887. у=1п (№1 (шпх)). — 888. у= Ш (1? (113 х)). 

и 3 р Пек ЗЕНН 
889. и= . 1 (1-х) я 1 (1-5 х2) а-я ` 

#1 

890. ат. 

а ы 
891. у= ВЕНЕ - я | а 
892. у! ш 23—52 

26 х3 + 2 

д 1-х Е 1х Е 

893. и т И Е а 
(0<#<!). 

894. у Ух Ш (1+ МХТ). 
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895. у= ш (х--/Я-Т). 
896. уха (ха) т, 
897. у=х1ш? (х--А/Т 2 )— 
—2 А-а ш (НМГ) 2х. 
898. у ая +2 м (х+ 


899. ут шп (40, 5>0), 
24/аб ^/а —х А/Ъ 
900. уе аш Ее =. 
х 


х рее 
901. у= п. 902, = шы ( т .)- 
903. у сах Япх. 


904. у= Ш се: $ 
1 зщх 


с05х 1- со5х 
Я 2х ме п/а зтх 
906. у= $-- асозх-- ина зтх 
а-- 6 со х 
(0 <[<«|<6}. 
907. у=—— (п? х 3 мах 6 шх-+6. 
1 


909. НЕЕ 
1 1 1 

910. и=№[--+10(-- + -)|. 

911. у=х [т (1х) —с0$ (шх)]. 

912. у= Ш —с05 д. чех. 


913. у= агсыт >. 
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1—х 

2 

916. уе аеа-. 917. у=л/х —агсв Ах. 
2 


914. у= агссо$ 915. у= ас. 


918. у=х-+-^/1—? - агссоз х. 


919. у= хагст ^/ Е: -Нагсел/х —л/х. 


920. у= агссо$ — ‚ 921, у= агсяш ($ х). 


922. у = агссоз (с05? х). 923. у= агсут ($1 х—с05 д). 


924. у= агссоз ^/1— 9. — 925. у= ага —^ ЕЕ я 
926. у= агссю =) : 


2 а—ё х 
927. = т асф (^/== + =) 
пая В А ачь в 


(@>>0 


—. 
агссо$? (х?) 


928. у= агсзт те 


1-х? ь 


930. у= агсв х-- агсёв (х?). 


931. у= Ш (1-- $112 х) —2$тх- ага ($шх), 
932. и= п [9% Е ) $ 
х 


933. у=ш-—^ 9 49 асе (6-20, 
у а ь (5 == 0) 


934. => уф += агс$т — (а>0). 


НЫ («1 —1 
935. и= Е тет -— и агсфа -2* т 
В Е 

44/2 ха — хи 1 


» 
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937. и=х (агся1п х)?-+-2/1— д? агсзт х— 9х, 


938 __ агеео$ х ыы ЕВ 
= Е 


939. у= агс / —1 ЕЕ 


А/ 2—1 
940. уи= агсутх И ыы 
а? 1+ 
1 4—2 --1 1 ^/3 
ОА р пт 
о а т агс18 о ® 
942. у=—* —_— атс ж. 


1-х 


3 3 
943. а Ир аа, 


АУ1+ УХУ 3 


Хх 


944. у= агв т. 
А 
945. у агсс —2— 2 (0>0). 
2^/ах — № 
946. у= э—* ^/1—9х— 2 -|-2 агсуп Зы. я 
2 
4 ВИЗУ ц—— 
947. и=-- п ЛЕЙ 
& 


УТ —х 


948. у = агсёо (457 х). 


949. у=^Л Ш. ^/ Е 


1-х 


Е: п НИ ев -- агсуш х. 
О 


950. и= хагсах — 1 (1-х) — - (агса х)!. 


951. у= ш (ее +А/Т-2>). 
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952. у= агсё (х-+/1-- №). 


: зпазтх 
953. у = агсзт и). 
954. у! ИВА 
43 Мах 
ви ма. 
+ - и Е 
Оу ао КА 
28 АТ 
И: = АТ —х 4/9 
4 Тя хм 
956. И ой агссЁа 2 
1-х ^/2 М1 — 


957. у= агссоз ($11 х* —с0$ 2), 
958. у == агсп ($1 х2) -- агссоз (с0$ х2). 
959. у=ет агсяах [с0$ (т агсуп х) -- $1 (71 агсзп д). 


2х 
в А 
960- иу= агс4е е* ВА 


960.1. = Е 


960.2. у = агсс45 а, 


1 
$4 — 
“в 


360.3. и= И? (ес 2 У:). 

961. их -х” (х>0). 

962. ух" а” (а>0, х>0. 
963. у=Ух (х>0. 

964. у= (51 х)°з х -|- (с03 хх, 

965. и= (шху: хх. 


965.1 [ея атс х 
д [а теч, 
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966. у=10в,е. 967. у= ш(пх---——— г ах . 


968. иу= м (ав =). 


971. паи —- ве (^/ = = в=) 


(6) о 


969. у= агсфе (4% х). 


970, у = агссоь ( т 


972. Найти производную функции 
у = [п (©05х -- МТ соя Хх), 
вводя промежуточное переменное и = соз*х. 


Приемом, указанным в примере 972, найти произ- 
водные функций: 


973. 1/ == (агссоз х)? [1 (агссоз х) — ш (агссоз х) -- =] . 


974. у=-- ага (УТ) + шИГЕЯ+Ь. 


УТ 1 
975. ие 1 (1—2. 
^/1 —е— 2 
976. у= ее ве — агссе а—. 


прага 


977. Найти производные.и построить графики функ- 
ций и их производных, если: 


а) у=|х|; 6) у=х|х|; в) у= Ш ||, 
978. Найти производные следующих функций: 
а) о 6) у=| 513 х| 


в) у= агссоз — г). у= [к] яп? лх. 
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Найти производные и построить графики функций 
и их производных: 


1-х при —<<х< 1; 
979. иу=} (1—х) (2—х) при 1<х<?2; 
—(2—» при 2<х< + о. 
(у 
980, = (х—а} (х—5)* приа<х<в 
0 вне отрезка [а, 6]. 
981. | х при х< 0; 
{ 11-х) при х>0. 
ао х при |х| < 1; 
982. и= — 
2 + 1+ - при [х|>1. 


де-^ при |х| < | 


983. у= 
7 ее при |х!>1. 


984. Производная от логарифма данной функции 
= {(х) называется логарифмической производной ` этой 
вк: 
о ®_, 
На) ° 
Найти логарифмическую производную от функции у, 
если: 


т 


1-—х хз 3—х 
В (В+, 


в) у= (х— в)" (ха)... (фа) "п; 
г и=(-+АУТ®). 


985. Пусть ф (х) и\ (х) — дифференцируемые функ- 
ции от х, Найти производную от функции у, если; 


а) и=^/9' (*)+4$(%; 6) у=ас в 9 


в) у=’ У) (50; %@>0; 
Пу= юш$@ (@)>0: $@>0. 


08 ОТДЕЛ П. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИБ 
986. Найти у’, если: 
а) и={ (7); 6) у=[ (т Кох); 
в) у=[(е*)-е' 9; г) у=НИЕ Я}, 


где | (и) — дифференцируемая функция. 
986.1. Найти } (0), если 
Р(х) = х (х— 1 (Ы—2).. (х—1000). 
987. Доказать следующее правило дифференцирова- 
ния определителя л-го порядка: 


Ва (х) Ва (^). В @) | Ни (х) Ра (%)... Ви (<) 


оффе п эф еха 


ны (х) ба (4)... [1 © | = 23 ыы... ш @ |. 


ооо фое о = ооо ое 


ра (а ©)... Ра © [ил (х) [ла (Х) ‹. [ал (9) 
988. Найти Р’ (х), если 


х—1 1 2 
ЕР(х=| —з х 3 |. 
—2 —3 «+1 
989. Найти Р’ (х), если 
х м ж 
Е(х = 1 2 30|. 
о2 6х 


990. Дан график функции. Приближенно построить 
график ее производной. 
991. Показать, что функция 


хат. при х=20; 
по-| р: 


0 при х=0 
имеет разрывную производную. 
992. При каком условии функция 
На) = яп-— (520) и [0 =0 


а) непрерывна при х = 0; 6) дифференцируема при 
Х = 0; в) имеет непрерывную производную при х == 0? 
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893. При каком условии функция 

сит (960) и 0)=0 (и>0) 
имеет: а) ограниченную производную в окрестности на= 
чала координат; 6) неограниченную производную в этой 


окрестности? 
994. Найти [ (а), если 


ЕР) = 9 +х(), 
где функция ф (х) непрерывна при х = а. 
995. Показать, что функция 
Р(х) = |х—@ (>), 


где ф (х) — непрерывная функция и ф (а) 5-0, не имеет. 
производной в точке а. 
; И равны односторонние производные }-- (а) и 
+ (а)? 
996. Построить пример непрерывной ‘функции, не 
имеющей производной в данных точках: а1, 4, ..., @л. 
997. Показать, что функция 


[®) [5 -= (х5=0) и [(0)=0 


имеет точки недифференцируемости. в любой окрестно- 
сти точки х = 0, но дифференцируема в этой точке. 
Построить эскиз графика этой функции. 
998. Показать, что функция 


| 9-| х?, если х рационально; 
0, если х иррационально, 


имеет производную лишь прн х == 0. 
999. Исследовать на дифференцируемость следующие 
функции: 


а) у=1 (0—2) (х—З; 6) у=|соз хр 
в) у=|5* — 2х? [$12 х; г) у=агсп (с0$ х); 


| Е (х-- 1)? при [х|<1; 
д) у= 


Ро) = 


4 
1х1 —1 при |х|>1. 


Для функции | (х) определить левую производную 
Г. (х) и правую производную [+ (х), если: 


1000. | (х) =|х|. 1001. [ (х) = [х] яп ях, 
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1002. {(х) =х 20) =0. 
1003. #(х) =щ/зштм. 
1004. [(® =—* г («52 0, 10) =0, 


1005. [д =^ ея. 
1006. 1 (9) = Ил хи (ео, 


1007. [(х) = агсят —— и а 


1008. [(х) = (х— 2) агс& = (522), [2) =0. 


1009. Показать, что функция }{ (х) — хп при 


х5-0и } (0} = 0 непрерывна при х = 0, но не имеет 
в этой точке ни левой, ни правой производной. 
1009.1. Пусть х — точка разрыва 1-го рода функ- 
ции } (х). Выражения 
Е = т Но В — Г — 0) 
8-—0 в 


у ни 2-Е Те 9) 
[+ 0%) и в 


называются обобщенными односторонними (соответст- 
венно левой и правой) производными функции |(х) 
в точке х 

Найти уа (хо) и Ё+ (%) в точках разрыва х функции 
[(*), если: 


ЭГ -л/ ЕР; бо-иеа Е 
в) [(х) = 


1-е 


1010. Пусть 
= №, если х<х; 
ах--Ь, если х>> хо. 
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Как следует подобрать коэффициенты аи 6, чтобы 
функция [(х) была непрерывной и дифференцируемой 
в точке х = Жо! 

10. Пусть 

р = [ [(х®), если х< хо 
ах-- 6, если х>х, 
где функция | (х) дифференцируема слева при х == %о. 

При каком выборе коэффициентов а и 6 функция 
Е (х) будет непрерывной и дифференцируемой в точке хи? 

1012. На сегменте а < х < 6 построить сопряжение _ 
двух полупрямых 

у=А, (х—а) (— © <х< а), 
у= Е. (ХВ) вхо) 


< помощью кубической параболы 
у=А (х—а) (х—5) (5, 
(где параметры А и с подлежат определению). 


1013. Часть кривой у = ({|х| > с) дополнить 


параболой 
у=а-+ 64 (х| < 9 


(гдеаи 6 — неизвестные параметры) так, чтобы полу- 
чилась гладкая кривая. 

1014. Можно ли утверждать, что сумма Р (х) = 
= | (х) - & (х) не имеет производной в точке х = ху, 
если: а) функция ] (х) имеет производную в точке хо, 
а функция & (х) не имеет производной в этой точке; 
6) обе функции } (х) и & (х) не имеют производной в 
точке №? 

1015. Можно ли утверждать, что произведение 


Е (*) =[(%) & (%) 


не имеет производной в точке х == ху, если: а) функция 
[(х) имеет производную в точке х., а функция & (х) не 
имеет производной в этой точке; 6) обе функции } (х) 
и & (х) не имеют производной в точке ху? 

Полагая х, = 0, рассмотреть примеры: а) ] (х) = х, 
в (х) =|х|; 6) [(х) = хр 6 @) = |. 
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1016. Что можно сказать о дифференцируемости 


функции 
Е (х) = Г(8 (*)) 


в данной точке х = х, если: а) функция } (х) имеет 
производную в точке х = в (х,), а функция’ & (х) не 
имеет производной в точке х = ж: 6) функция | (х) не 
имеет производной в точке х == & (ж), а функция & (х) 
имеет производную в точке х == ж; в) функция | (х) 
не имеет производной в точке х = & (х,)) и функция 
д (х) не имеет производной в точке х = х? 
Полагая х, = 0, рассмотреть примеры: 


а-я, а=ыь 9 де в = 
в) д 2к-+Н 1х а = х—--1. 


1017. В каких точках график функции у= 
=х-- у $ ох имеет вертикальные касательные? 

Построить этот график. 

1018. Может ли функция | (х) в точке ее разрыва 
иметь: а) конечную производную; 6) бесконечную про- 
изводную? 

Рассмотреть пример: | (х) = зп х. 

1019. Если функция | (х) Пере НВиру а в огра- 
ниченном интервале (а, 5) и Пора) = со, то обяза* 


тельно лн 
1) нп (= оо; 2) Ши (|= + оо? 
х->а х->а 


Рассмотреть пример: Но =-- + с08-—- при х- 0. 

1020. Если функция {(х) дифференцируема в огра- 

ниченном интервале (а, 5) и Итр (х) = оо, то обяза- 
ха 


тельно ли 
т Ё (© = 
Х-ра 
Рассмотреть пример: { (х) = УХ при х -> 0. 
1021. Пусть функция / (х) дифференцируема в ин- 
тервале (хо, -- со) и существует и (<). Следует ли 


х. 
отсюда, что существует Ит }[’ (х)? 
х-> со 


Рассмотреть пример: | (х) == т. 
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1022. Пусть ограниченная функция } (х) дифферен- 
цируема в интервале (ж, -- со) и существует | Ни Р (®); 


следует ли отсюда, что существует к Е () "конечный 
или бесконечный? 

Рассмотреть пример: { (х) = соз (п м 

1023. Можно ли почленно дифференцировать нера- 


венство между функциями? 
1024. Вывести формулы для сумм: 


Р, = 1 2х - 3х? --...- пи 


и Ч = 1+2 + 3... + па, 
Указание. Рассмотреть (х - <? +.. +”). 
1025. Вывести формулы для сумм: 

За = зах + зп 2х... -- п лх 


Т‚ = с05 х +2 с0$ 2х --.... - п 0$ пх. 
1025.1. Вывести формулу для суммы 
За = св х- 28 2х +... пси лх. 
Указание. $1 = (3х + в 2*-Р... -- $6 пх'. 
1026. Пользуясь тождеством 


60$ -^_ с03 -^—... 605 = Я, 
2 4 п ох 
91 п — 
27 
вывести формулу для суммы 
1 х 1 х ] х 
Зо РН. фо, 
"9 5 +4 8+ Тя 


1027. Доказать, что производная четной дифферен- 
цируемой функции есть функция нечетная, а производ- 
ная нечетной дифференцируемой ‘функции есть функция 
четная. 

Дать геометрическую интерпретацию этого факта. 

1028. Доказать, что производная дифференцируемой 
периодической функции есть функция снова периодиче< 
ская с тем же периодом. 

1029. С. какой скоростью возрастает площадь круга 
в тот момент, когда редиус этого круга Ю == 10 см, если 
радиус круга растет равномерно со скоростью 2 см/с? 

1030. С какой скоростью изменяются площадь и диа* 


гональ прямоугольника в тот момент, когда одна сторона 
8—2383 
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его х = 20 м, а другая сторона у == 15 м, если первая 
сторона прямоугольника уменьшается со скоростью 
1 м/с, а вторая возрастает со скоростью 2 м/с? 

1031. Из одного и того же порта одновременно вышли 
пароход А с направлением на северои пароход В с на- 
правлением на восток. С какой скоростью возрастает? 
расстояние между ними, если скорость парохода А 
равна 30 км/ч, а парохода В равна 40 км/ч? 

1032. Пусть 


пя | х, если 90<х<2; 
2х—2, если 2<х< фо, 


и $ (х) — площадь, ограниченная кривой у = | (х), 
осью Ох и перпендикуляром к оси Ох, проведенным в точ- 
ке х (Хх > 0). 

Составить аналитическое выражение функции $ (х), 
найти производную 5“ (х) и построить график функции 

= ©’ (Хх). 

1033. Функция 5 (х) есть площадь, ограниченная 
дугой окружности у = ^/а?—х*, осью Ох и двумя 
перпендикулярами к оси Ох, проведенными в точках 0 
их (х|! < а). 

Составить аналитическое выражение функции $ (х), 
найти производную $’ (х) и построить график этой про- 
изводной. 


$ 2. Производная обратной функции. 
Производная функции, заданной параметрически. 
Производная функции, заданной в неявном виде 


1°. Производная обратной функции. Диф- 
ференцируемая функция у = [(х) (а <х< 65) с производной 
Ё (<) ==0 имеет однозначную непрерывную обратную функцию 
х == [-1 (5), причем обратная функция также дифференцируема 
и справедлива формула 


` 
— 


2°. Производная функции, заданной па- 
раметрически. Система уравнений 


х=Ф (1), 
у=ф (0 
где Ф(0) и ф(9 — дифференцируемые функции и $’ (1) 520, 


} е<!<В, 
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определяет у, в некоторой области, как однозначную дифферен- 
цируемую функцию от х: 
у = (Ф-* (>), 


причем производная этой функции может быть найдена по фор* 
ууле 


3°. Производная функции, заданнойв 
неявном виде. Если дифференцируемая функция у= и (х) 
удовлетворяет уравнению 
Е (х, у) = 0, 


то производная у’ = у’ (х) этой неявной функции может быть 
найдена из уравнения 


4 
ит [Е (*, у] =0, 


где РЁ (х, у) рассматривается как сложная функция переменной х. 

(Более подробно о дифференцировании неявных функций 
см. ч. П, отд. УГ 6 3.) | 

1034. Показать, что существует однозначная функ- 
ция у = у (х), определяемая уравнением у3 -{ Зу = х, 
и найти ее производную ух. 

1035. Показать, что существует однозначная функ- 
ция у = у (х), определяемая уравнением 


уезту=х (0<:<1, 
и найти производную их. 


1036. Определить области существования обратных 
функций х == х (у) и найти их производные, если: 


а) у=х-- шх (х>0); 6) у=х-е*; 
в) у=5Нх; бу= 4х. 


1037; Выделить однозначные непрерывные ветви 
обратных функций х = х (у), найти их производные 
и построить графики, если: 


а) у= 2—4“; 6) у= т ; В у= 2-е", 


1038. Построить эскиз графика функции и == и (х) 
и найти производную их, если: х = — 1-25, 
у = 2—3#- В. Чему равна их (х) при х=0 и при 
х = —!? В какой точке М (х, у) производная 
ух (х) = 0? 


* 
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Найти производные ух (параметры положительны ) 
если: 


1039. х= ИЕ, у=А/1— УЕ. 


1040. х= ть у = с0$? &. 
1041. х= ас0$ Ь у = ош, 
1042. х=аспЬ у = 651 Е. 
1043. х = асо53 у = а $1131. 
1044. х=а(1—910, у=а(1—5с0$8. 
1045. х = 6" с053 1, у = @' $11. 
‹ Ж = 1 : , —= 1 р 
1046 агсз1 Е у = агссо$ Е 


1047. Показать, что функция у = у (х), определяе- 
мая системой уравнений 


х= 21+ ||, у=5Й + 4 Ц, 


дифференцируема при #= 0, однако ее производная 
в этой точке не может быть найдена по обычной формуле. 


Найти производные ух от следующих функций, за- 
данных в неявном виде: 


1048. х? -- 2ху— у? = 2х. 

Чему равно у’ при х =2 иу=4и при х=2и 
у = 0? 

1049. у? == 2рх (парабола). 


хз У _ 

1050. т =] (эллипс). 

1051. Мх--^/у= Иа (парабола). 

1052. ху = а? (астроида). 

1053. агс = 1/9 -- У? (логарифмическая спи- 
раль). 

1054. Найти ух, если: 

а) г = аф (спираль Архимеда); 

6) г =а (1 -+ с0з $) (кардиоида); 

в) г = ае"® (логарифмическая спираль), 


где г = ^/9-- ий иф=асы = — полярные координаты, 
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1°. Уравнения касательной и нормали, 
Уравнения касательной МТ и нормали ММ к графику диффе- 


ренцируемой функции у == [(х) в точке его М-{х, у) (рис. 7) 
соответственно имеют вид: 


У —у=и (ХЬ—х) 


У-= 9, 
у 


где Х, У — текущие координаты касательной или нормали, 
а у’ = (х) — значение производной в точке касания. 

2°. Отрезки касательной и нормали. 
Для отрезков касательной и нормали: РТ — подкасательная, 
РМ — поднормаль, МТ — касательная, М№М— нормаль (рис. 7);. 


Рис. 7 Рис. 8 


учитывая, что (< = у’, получаем следующие значения: 
рт=|-* | РМ = 194, 
у 


МТ = 


тм ут мм УГУ: 
у 


3°. Угол между касательной и радиу- 
сом- вектором точки касания. Если г = } ($) — 
уравнение кривой в полярной: системе координат и В — угол, 
образованный касательной МТ и радиусом-вектором ОМ точки 
касания М (рис. 8), то 


Г 
В. 


1055. Написать уравнения касательной и нормали 
к кривой 


у= (х-+ 1) у 3—х 
в точках: а) А (—1, 0); 6) В (2, 3); в) С (3, 0). 
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1056. В каких точках кривой у = 2 -|- х—х? каса- 
тельная к ней а) параллельна оси Ох; 6) параллельна 
биссектрисе первого координатного угла? 

1057. Доказать, что парабола 


у=а(х—х,) (х—х.) (450, х, < х.) 
пересекает ось Ох под углами < и В 0<а< >, 
0<8< =) равными между собой. 


1058. На кривой у = 25тх (—-л<х<л) опре. 
делить те участки ее, где «крутизна кривой» (т.е.| у’ |} 
превышает 1. 

1059. Функции у=хиу, = Х- 0,01 зт 1 000 лх 
отличаются друг от друга не больше чем на 0,01. Что 
можно сказать о максимальком значении разности 
производных этих функций? 

Построить соответствующие графики. 

1060. Под каким углом кривая у = ш х пересекает 
ось Ох? 

1061. Под какими углами пересекаются кривые 


ум их= у? 
1062. Под какими углами пересекаются кривые 
= зшхниу= с0$ х? 
1063. При каком выборе параметра п кривая 
у = агсв пх (п > 0) 


пересекает ось Ох под углом, большим 89°? 
1063.1. Показать, что кривая у == |х[® 
а) при 0 < а < 1 касается оси Оу; 
6) при 1 <а < - ® касается оси 0х. 
1063.2. Показать, что для графика функции 


|х[®, если @520 х520, 
#= 1, если х==0, 
предельное положение секущей, проходящей через точку 
А (0, 1), есть ось ду. 
1064. Определить угол между левой и правой каса- 
тельными к кривой: а) у = ^/1—е-2”* в точке х == 0; 
6) у = агсзил - в точке х= |. 


а 


$ 3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ 119 


1065. Показать, что ‘касательная к логарифмической 
спирали г = 2е"® (а и т— постоянные) образует по- 
стоянный угол с радиусом-вектором точки касания. 

1066. Определив длину подкасательной к кривой 
у = ах", дать способ построения касательной к этой 
кривой. 

1057. Доказать, что у параболы у? = 2рх 

а) подкасательная равна удвоенной абсциссе точки 
касания; 

6) поднормаль постоянна. 

Дать способ построения касательной к параболе. 

1068. Доказать, что показательная кривая 


у = а* (а> 0) 
имеет постоянную подкасательную. Дать способ по- 


строения касательной к показательной кривой. 
1069. Определить длину нормали к цепной линии 


х 
у= всп -—- 


в любой ее точке М (%, и). 
1070. Доказать, что у астроиды 


2 --у" р а? (а > 0) 


длина отрезка касательной, заключенного между осями 
координат, есть величина постоянная. 

1071. При каком соотношении между коэффициен- 
тами а, би с парабола у = ах? -- 6х -- с касается 
оси Ох? 

1072. При каком условии кубическая парабола 

ух +9 
касается оси Ох? 

1073. При каком значении параметра а парабола 
у = ах* касается кривой су == п х2 

1074. Доказать, что кривые 


у = | (<) (© > 0) иу=[ С) зт ах, 


где | (х) — дифференцируемая функция, касаются друр 
друга в общих точках. 

1075. Показать, что семейства гипербол х1— у? = а 
и ху = © образуют ортогональную сетку, т. е. кривые 
этих семейств пересекаются под прямыми углами. 
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1076. Доказать, что семейства парабол 
у? = 4а (4—х) @> 0 и = 466+ х (6>0) 
образуют ортогональную. сетку. 
1077. Написать уравнения касательной и нормали 
к кривой 
х = 21-Й, у= ЗВ 
в точках: а) #= 0; 6) [= 1. 
1078. Написать уравнения касательной н нормали 
к кривой 
а ив — 21—12 
а ' “ПР 
в точках: а) # = 0, 6) [=1, в} ё = <. 
1079. Написать уравнение касательной к циклоиде 


х=а(-—т0, у=а (1—с05 8 


в произвольной точке & == &. Дать способ построения 
касательной к циклоиде. 
1080. Доказать, что трактриса 


х=а (п — + с 1, у=азтЕ (@>0, 0< 5”) 


имеет отрезок касательной постоянной длины. 
Написать уравнения касательной и нормалн в за- 
данных точках к следующим кривым: 


ВЫ аа : 
1081. тт + га 1, М6; 6, 4). 
1082. ху-- Шу=1, М (1; 1. 


$ 4. Дифференциал функции 


1°. Дифференциал функции. Если прираще- 
ние функции у == [ (х) от независимой переменной х может быть 
представлено в виде 

Ау = А (5) 4х о (ах), 
где 4х = Ах, то линейная часть этого приращения называется 
дифференциалом функции у: 
4у = А {х) ах, 
Для существования дифференциала функции и == | (х) необхо- 
димо и достаточно, чтобы сушествовала конечная производная 
у’ = (<), причем имеем: 
ау = у’ ах. (1) 
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Формула (1) сохраняет свою силу и в том случае, если пе- 
ременная х является функцией от новой независимой перемен» 
ной (свойство инвариантности первого дифференциала). 

2°. Оценка малых приращений функции. 
Для подсчета малых прирашений дифференцируемой функции 
[(х) можно пользоваться формулой 


Вх -- 49) — Я = РО) 4», 


относительная погрешность которой сколь угодно мала при 450» 
статочно малом |Ах|, если [ (х) = 0. 

В частности, если независимая переменная х определяется 
с предельной абсолютной погрешностью, равной Ах, то А, и 
6, — предельные абсолютная и относительная погрешности 
функции у = #(х) — приближенно выражаются следующими 
формулами: } 


ду = |1 Ах 


би, = | Ах 
у 


1083. Для функции 
(<) = х—92х +1 
определить: 1) 4/(1); 2) 4 (1) и сравнить их, если 
а) Ах = 1; 6) Ах = 0,1; в) Ах = 0,01. 
1084. Уравнение движения дается формулой 
х = 5, 


где Ё измеряется в секундах и х — в метрах. 

Для момента времени # == 2 с определить Ах — при- 
ращение пути и 4х — дифференциал пути и сравнить 
их, если: 


а) АЁ=1 с; 6) АЁ = 0,1 с} в) АЁ = 0,001 с. 
Найти дифференциал функции у, если: 
а 


1085. у=--. 1086. у = —— агсёа (45-0. 
х— 


=. | 1088. у= ш|х--^/ |. 
1089. и = агсат (4-20). 


1087. у= 5—1 
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1090. Найти: 


а) 4 (хе"); 6) 4а($9тх—хсозх); в) 4(-,); 


г) 4(-7=): ду 4 (^/а- 2); е) 4 л==): 


1 — № 


* 1 * 
ж) аш (1—х?); з)а (втосоз т. 


и) 4| те +51 %(= +) 


2 с052 х 


]. 


Пусть и, 9, ш — дифференцируемые функции от х. 
Найти дифференциал функции у, если: 


1091. у= шир. 1092. у=-.. 1093. у= Ея. 
Ёй 


1094. у=агс& ——. 1095. у= пли. 


1096, Найти: 2) — т. 2); 
а зтх\. а ($1 х) , ах). 
ы ТЕ | х ): ь 4 (созх) ' ) ас х) ° 
4 (агсп х) 
д 4 (агссо$ х) у 


1097. В круговом секторе радиус В = 100 см и цен- 
тральный угол < == 60°. Насколько изменится площадь 
этого сектора, если: а) радиус его А увеличить на | см; 
6) угол & уменьшить на 30’? 

Дать точное и приближенное решения. 

1998. Период колебания маятника (в секундах) оп- 


ределяется по формуле Т=2п г ‚ где / — длина 


маятника в сантиметрах и & == 981 см/с? — ускорение 
силы тяжести. 

Насколько нужно изменить длину маятника {== 
= 20 см, чтобы период Т увеличился на 0,05 с? 


Заменяя приращение функции дифференциалом, 
найти приближенно следующие значения: 


1099. УТ.02. 1100. эт 29°. 1101. соз 161%. 
1102. агсе 1,05. — 1103, в Ш. 
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1104. Доказать приближенную формулу 
^/-хка-+— (>09, 
2а 


где |х| а (соотношение А < В между положитель- 
ными ДА и В означает, что А весьма мало по сравне- 
нию с В). 

С помощью этой формулы приближенно вычислить: 

а) ^/5; 6) 4/34; в) ^/190 и сравнить с табличными 
данными. 

1104.1. Доказать формулу 


ма -х = а НР (> 0, х> 0}, 


где 


хз 
=“ 


0<< г 


1105. Доказать приближенную формулу 


Им жа- 


х 
па" 


< @>0, 


где |х| «а. 
С помощью этой формулы приближенно вычислить: 


7% бу ву; в У, 


1106. Сторона квадрата х == 2,4 `м -+ 0,05 м. С ка* 
кими предельной абсолютной и относительной погреш- 
ностями можно вычислить площадь этого квадрата? 

1107. С какой относительной погрешностью допу- 
стимо измерить радиус А шара, чтобы объем его можно 
было определить с точностью до 1 %? 

1108. Для определения ускорения силы тяжести 
с помощью колебания маятника пользуются формулой 
д = 413 Та, где { — длина маятника, Г — полный ‘пе- 
риод колебаний маятника. Как отразится на значении & 
относительная погрешность 6 при измерении: а) длины 
6) периода Т? 

1109. `Определить абсолютную погрешность десятич- 
ного логарифма числа х (х > 0), еслн относительная 
погрешность этого числа равна 6. 
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1110. Доказать, чте’ углы по логарифмической таб- 
лице тангенсов определяются точнее, чем по логарифми- 
ческой таблице синусов с тем же самым числом десятич- 
вых знаков. 


$ 5. Производные и дифференциалы 
высших порядков 


1°. Основные определения. Производные выс- 
ших порядков от функции у = |(х) определяются последова- 
тельно соотношениями (предполагается, что соответствующие 
операции имеют смысл!): 

К”) (х) = {К7-® (х)}" (П=2, 3, ,,.). 

Если функция [ (х) имеет непрерывную производную {[(") (х) 
на интервале (а, 6), то кратко пишут: 4 (х)_ 6 С") (а, Ь). В ча- 
стности, если [(х) имеет непрерывные производные всех поряд* 
ков на (а, 5), то употребляется запись: Ё (х) С С° (а, 6). 

Дифференциалы высших порядков от функции у == | (х) по- 
следовательно определяются формулами 


апу = а (а"-ц) (п=2, 3, ...), 


сле принято 4 = 4у = у’ах. 
Если х — независимая переменная, то полагают: 
4х = Фх=... = 0. 
В этом случае справедливы формулы 
я 
апу = 4х и 9”= ви 
ах" 


29. Основные формулы: 
1, (42°) 7) за ита (250); (ее, 


И. (вт х)) = яп (++ ео й 


11. (сов уео — воз (к з 


ТУ. (57) =т(т- 1... (тп 1) хм, 
(— 1-1 — 1! 
хпй 


У. (11х)®) = 


3°. Формула Лейбница. Если функции и == ф (<) 
и о = (5) имеют производные л-го порядка (п-кратно-диффе- 
ренцируемы) то 


(ис) = у Си ‘бо"—0, 
${=0 


где и ви, 0® =чи С — число сочетаний из п эле» 
ментов по &. 
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Аналогично для дифференциала 4” (ци) получаем; 
п 
4" (ио) = У Сати 
1—0 


где положено @и = ци 4‘ == и, 
Найти у’, если: 
И. у=хА/1- 9. 112. 


х 
у = ет 
1113, у=е*. ИМ. у=юх: 


1115. у = (1-9) асшх. И. ит. 


1117. у=хшх. ИВ. у= Но. 
1119. у=х[9 п (п х) --соз (ш 4). 
1120. Найти у (0), О ну (0), если 


у=е*7* с0$ (3 Я. 


Пусть и=ф (х) и о=ф (я) -- дважды дифферен» 
цируемые функции. Найти у’, если: 


1121. у= и. — И22. у=Ш-—-. 
1123. у=ум-Я. 124. у=и (>90). 


Пусть Г (х) „— трижды дифференцируемая функция. 
Найти у’иц’”, если: 


1125. у=! 0). — И26. =!(-). 
1127. у=/ ©). 128. у= ах. 


1129. у= | ( ()), где ф (х) — достаточное число 
раз дифференцируемая функция. 

1130. Найти 4“у для функции у == е* в двух случаях: 
а) х — независимая переменная; 6) х — промежуточ- 
ный аргумент. 

Считая х независимой переменной, найти 43у, если: 


1131. у= ТЯ. —ИЗ2. у= я. 1133, у=л”, 
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Пусть и и о — дважды дифференцируемые функции 
от переменной х. Найти 439, если: 


1134. у=ш. 1135. у= м. 
Ге 
1136. у = ип" (т и п постоянные). 
1137. у= а“ (4>0). 138. у= шли, 
1139. у= гс ——. 


Найти производные у», ух, ух’ от функции у = и (х), 
заданной параметрически, если: 


1140. х= 21—#, у = 31—88. 
1141, х= ас03& у=азть, 
1142. х=а(1—510, у=а(1—с0$8. 
1143. х=е'с05Ь у=езпЕ 
1144. х=[Р (0, у=й' (0-Е. 


1145. Пусть функция у == } (х) дифференцируема до- 
статочное число раз. Найти производные х’, х’’, х'"', 
мУ обратной функции х = [1 (у), предполагая, что эти 
производные существуют. 

Найти ух, ух, и ух’ от функции и == и (х), заданной 
неявно: 

1146. х? -|- у? = 25. Чему равны у’, у’ иу”” в точке 
М (3, 4)? 


1147. = 2рх. 148. @—хуни=Ь, 


Найти у; и ух, если: 

1149. у --2т.у = 4^, 

1150. Я -у = ае" #1"  (4>0). 

1151. Пусть функция | (х) определена и дважды диф- 


ференцируема при х < ж. Как следует подобрать ко- 
эффициенты а, 6 и с, чтобы функция 


Е -| 1), ели хз; 
«= а(х— ю)*-- 6 (х—ж)--с ели хм 
была дважды дифференцируема. 
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1152. Точка движется прямолинейно по закону 
$ = Ю-+ 201 — 52. 


Найти скорость и ускорение движения. Чему равны 
скорость и ускорение в момент времени & = 2? 

1153. Точка М (х, у) равномерно движется по скруж- 
ности х? - у? = а*, делая один оборот за Т с. Найти 
скорость о и ускорение / проекции точки М на ось Ох, 
если при Ё = 0 точка занимала положение №, (а, 0). 

1154. Тяжелая материальная точка 4 (х, у) брошена 
в вертикальной плоскости Оху под углом-® к плоскости 
горизонта с начальной скоросгью 1. Составить (прене- 
брегая сопротивлением воздуха) уравнения движения 
и определить величину скорости о и ускорения }, а 
также траекторию движения. Чему равны наиболыная 
высота поднятия точки и дальность полета? 

1155. Уравнения движения точки 

х = 4311 6 — 3605 ®[, у = Зяп ®Ё-Е 4 60$ в 
{& — постоянно). 

Определить траекторию движения и величину ско» 
рости и ускорения. 


Найти производные указанного порядка. 
1156. у=х(2х-=1)1 (х-- 3}; найти у? и у®, 


1157. у = о найти у”. 
1158. у=х; найти уи®, 
1159. у= найти у. 
1160. у = =: найти у990), 
1161. у= меи; найти у8%. 
1162. у = >, найти уб®, 
1163. узхШх; найти у». 
1164. у= - = найти у®, 
1165. у = х512х; найти у9, 
1166, у = НА найти у”. 


Ут 
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1167. у = яп хп 2х т 3х найти 19, 
1168. у=хзп Хх найти у) 
1169. у = 2 с0$ Ж; найти и\. 
1170. у= 0х Шх найти и), 


В следующих примерах, считая х независимой пе- 
ременной, найти дифференциалы указанного порядка: 


1171. у= м; найти у. 
1172. у= Ил/х; найти у. 
1173. у = хсо$ 2х; найти у. 
1174. у=еёШшх; найти у. 
1175. у == с0$х.сН найти 4. 


В следующих примерах найти дифференциалы ‘ука- 
занного порядка, если и — функция от х, дифференци- 
руемая достаточное число раз: 


1176. у = и найти 499, 
1177. у=е; найти Фу. 
1178. у= пи; найти у. 


1179. Найти 4, 4з3у и 4у от функции у == [ (х), 
считая х функцией от некоторой независимой перемен- 
ной. 

1180. Выразить производные у’ и у’” от функции 
у = | (х) через последовательные дифференциалы пере- 
менных хи у, не предполагая х независимой переменной. 

1181. Показать, что функция у == С:с05 х - С: х, 
где С; и С, — произвольные постоянные, удовлетво- 
ряет уравнению 

у’ + у ыы 0. 

1182. Показать, что функция у = Сусь х -+ С.31 х, 
где С, и С,-- произвольные постоянные, удовлетво- 
ряет уравнению 

у’—у = 0. 

1183. Показать, что функция у = Сем -- Съем, 
где Су и С, — произвольные постоянные и №., А, — 
постоянные, удовлетворяет уравнению 


у'— Му АЛ = 0, 
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1184. Показать, что функция 
у = [С:соз (п х) - Сьзт (ш х)]. 


где С; и С, — произвольные постоянные и л — по- 
стоянная, удовлетворяет уравнению 


ху" | (1—2п) ху + 1+ т) у=0. 
1185. Показать, что функция 


у= г (Со 7 — Сп — у) 


+ ем? (с РИ ое С п =). 
где С,, С., Су и С. — произвольные о удов» 
летворяет уравнению 

у +у= 


1186. Доказать, что если функция | (х) имеет произ- 
водную п-го порядка, то 


(7 (ах -- 6)” = а" (ах 9. 
1187. Найти Р® (х), если 
Р (х) = вм а --...-Рал. 
Найти у”, если: 
и — а 6. 1189. и= 1 | 
88. у = ть 1189. у те. 
1 


1190. и = Зо * 


Указание. Разложить функцию на простейшие дроба, 


1191. у = тЫ 1192. у = г = 
1193. у=зш?х. 1194. у= со5х. 1195. у = 5х. 
1196. у = с05зх. 1197. у = зпахят 6х. 

1198. у == с0$ ахс0$ 9х. — 1199. у = ут ахсоз 6х. 
1200. у = 5102 ах соз 6х. 1201. у= 51% х-+-с05% х. 
1202. у = хсоз ах. 1203. у = х пах. 

1204. у= (2 +-2х--2) 2. 1205. у= ех. 

1206. у=е’созх. 1207. у=езшх, 


9—2383 
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1208. у=ш А, 
о— 5х 
1209. у=е”“Р (х), где Р(х)— многочлен. 
1210. у= хзНх. 


Найти 47у, если: 
х 


1211. у= хе". 12. у= т . 


1213. Доказать равенства: 
1} ет (хо = 6 (48 -- В т (6х--с-- пФ) 


2) [е"* с0$ (Бх-н с) = 6 (28 -- 52)" с05 (6х --с- пФ), 
где 
. ь а 
тф = и ©05ф = . 
у 3-8 


1214. Найти у”? , если: 

а) у = снах соз 6х; б) у = сВах т 5х, 

1215. Преобразовав функцию } (х) = эт?7х, где р — 
натуральное число, в тригонометрический многочлен 


«= у Аьсоз 2х, найти }® (х). 
й—0 


1 _ 
Укззание. Положить зтх=-_@—0, где ф== 


= с08 х-1зшх и Г = 608 х — 18 х, и воспользоваться фор- 
мулой Муавра. 

1216. Найти |”) (х), если: 

а) [(х) = $1 +1х; 6) | (х) = с05х; 

в) | (х) = с0$?+1х, 
гле р — целое положительное число (см. предыдущую 
задачу). 

Если 

Ра) = БО а ©), 

где : — мнимая единица и {, (х), [› (х) — действительные 
функции от действительной переменной х, то по опре- 
делению принимаем: 


Ро = А) +0). 
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1217. Используя тождество 


| ==(==—- . ) 
ж--1 21 \х— ха ) 
доказать, что 


1 (п) — 
(= 1 ) Г с Еарекоя п [(п + 1) агсс48 >]. 
Указание. Применить формулу Муавра. 


1218. Найти л-ю производную от функции 
<) = ага х. 
Найти |” (0), если: 

1 : ыы 
и: Эл: 
1220. а) {(х) = хе"; 6) [(х) = ас х; 

в) { (х) = агст х. 
1221. а) {(х)==с0$ (т агсзшт х); 6) [(х) = (т агс&т х). 
1222. а) {(х) = (аг4е х); 6) [(х) == (агсят х). 
1223. Найти |”) (а), если 
[(х) = х—а)9 (>), 
тде функция ф (х) имеет непрерывную производную 


(п—1)-го порядка в окрестности точки а- 
1224. Доказать, что функция 


х^ п Е ‚ если хэ20, 
Н® = * 
0, если х=0 


(п — натуральное число} в точке х = 0 имеет произ- 
водные до п-го порядка включительно и не имеет произ- 
водной (п -- !)-го порядка. 

1225. Доказать, что функция 


е \*, если х520, 


в 


0, если х=0 


бесконечно дифференцируема при х = 0. 
Построить график этой функции. 
9* 
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1226. Доказать, что многочлены Чебышева 
Ти(х) = т; 608 (т агссоз х) (т=12,...) 
удовлетворяют уравнению 
(1—2) Ти (д —хТи (НТ (9) = 


1227. Доказать, что многочлены Лежандра 


Ри(х) — 


1)" то 0...) 
тт 


удовлетворяют уравнению 
(1—2) Ри (9 -—2хРи (2) +т(т-- ПР, (= 


Указа ние Продифференцировать т -+- 1 раз равен- 
ство (х—1) и’= Зтхи, где и == (2-1). 
1228. Многочлены Чебышева — „Лагерра определяются 
формулой 
т (х) = © (те) (т=012,...). 
Найти явное выражение для многочлена [ш (х). 
Доказать, что [„ (х) удовлетворяет уравнению 


хи (1—1. «+ тЕ (® = 
Указание. Использовать равенство хи’ -{+ (х—т) и=0, 
где и == хТе-х. 
1229. Пусть у = Ё(и) ии =ф (х), где | (и) иф (х) — 
п-кратно дифференцируемые функцин. 
Доказать, что 


% (и), 


где коэффициенты А, (х) (Ё = 0, 1,..,, п) не зависят 
от функции | (и). 


1230. Доказать, что для л-й производной сложной 
функции у = } (х?) справедлива формула 
а ох в) "ИО ру) + 


ие ве 9. (оу (9) +... 
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1231. Многочлены Чебышева—Эрмита определяются 
формулой 


Ни (®) = (—1" “(= *)"  (т=о,1,2,...). 


Найти явное выражение многочленов Ни (х). 
Доказать, что Ни (х) удовлетворяет уравнению 


Ни ()-—2хН (+ 2тНи (® =0 


Указание. Использовать равенство ц’-{- 2хи == 0, где 
и = е-й, 


1232. Доказать равенство 


(7-е) = ({—1)" е!/ 
мы * 


Указание. Применить метод математической индук- 
цли. 


1232.1. Доказать формулу 
4" 2. И 
т Ш =л! (- РЕ : ) (х>0). 


1232.2: Доказать формулу 
4" узтх лу! и 
ам С. тнг С» (х) т х— 5, (х) с0$ Х], 


хи 
где 
ИЕ фм 
С, (х =1 +... -+( 1) И 
и 
хп! 


$ {х) = хе + ..о + (—1= 1 ° 


1233. Пусть _ = Р обозначает операцию дифферен- 
цирования и 


2) = > рь (х) 0% 
—<имволический дифференциальный многочлен, где ри (х) 


(Е =0,1,..., п) — некоторые непрерывные функции 
от х. 
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Доказать, что 


ЕО) (“и (0) = “АРА и, 
где А — постоянно. 
1234. Доказать, что если в уравнении 


п 

ви — 
Хау = 0 
о х 


положить х = е, где / — независимая переменная, то 
это уравнение примет вид: 
п 


У ар (2—1... Ф-—-&-+1у=0, 


&=0 


а 
где р = —. 
о [1 


$ 6. Теоремы Ролля, Лагранжа и Коши 


1°. Теорема Ролля. Если: 1) функция | (х) опреде- 
пена и непрерывна на сегменте [а, 6]; 2) [(х) имеет конечную 
производную [ (х) внутри этого сегмента; 3) } (а) = } (5), то 
существует по меньшей мере одно число с из интервала (а, 5) 
такое, что 

ро =0. 

2. Теорема Лагранжа. Если: 1) функция }(х) 
определена и непрерывна на сегменте {а, 51; 2) [(х) имеет конеч- 
ную производную {[(х) на интервале (а, 6), то 

К — [а) = 6-9 Г ©, глеазе<ь 
(формула конечных приращений). 

3°. Теорема Коши. Если: 1) функции {(х) я &( 
определены и непрерывны на сегменте [а, 5]; 2) }(х) ив (х 
имеют конечные производные {[ (х) и д’(х) на интервале (а, 5); 
3) [2 (х) - в"? (х) 0 при ах В; 4) & (а 3 &(5, то 


Н-1@ _ РО а 
оао 


1235. Проверить справедливость теоремы Ролля для 
функции 


Ро) = &@—1 <—2) &—3). 


1236. Функция }(х) = 1— и х? обращается в нуль 
при х, = —1Т их, = 1, но тем не менее |’ (х) 5 0 при 
— } <х < 1. Объяснить кажущееся противоречие с тео- 
ремой Ролля. 
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1237. Пусть функция | (х) имеет конечную. произ- 
водную / (х) в каждой точке конечного или бесконеч- 
ного интервала (а, 5) и 


Нт Ё(х) = Ит |). 
94-0 45—00 


Доказать, Е Г (с) =0, где с — некоторая точка 
интервала (а, 6). 

1238. Пусть: 1) функция } (х) определена и имеет не- 
прерывную п и (п—1)-го порядка ["-1, (х) 
на сегменте [х,, х,|; 2) [(х) имеет производную п-го 
порядка [” (х) в интервале (хо, ха) и 3) выполнены ра- 
венства 


(хо) = [ха =... = [| () ЮЗ <... <}, 


Доказать, что в интервале (х,, х„) существует по 
меньшей мере одна точка Ё такая, что {К (2) = 0 

1239. Пусть: 1) функция }(х) определена и имеет 
непрерывную п ау у и 9)-го порядка [?+® (х) 
на сегменте [а, 65]; С), имеет производную 
{р -- 9-+ 1-го порядка ии (х) в интервале (а, 6); 
3) выполнены равенства 


Га ==>... =№ (@=0 


о =ГО=... =№(0=0. 


Доказать, что в таком случае [2+0 (с) = 0, где 
с — некоторая точка интервала (а, В). 
1240. Доказать, что если все корни многочлена 


Ри» (х) = вох" + ах" --...-Ра„ (6520) 


с действительными коэффициентами аь (Ё = 0,1,...,п] 
вещественны, то его последовательные производные 
Р‚ (®, Ри (х),..., РВ (х) также имеют лишь ве- 
щественные корни. 

1241. Доказать, что у многочлена Лежандра 


Ре {0—1 


все корни вещественные и заключены в интервале 
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1242. Доказать, что у многочлена Чебышева—Ла- 
герра 
4" з 
ие”) 


все корни положительные. 
1243. Доказать, что у многочлена Чебышева—Эрмита 


Ни) = ("ее (27") 


все корни вещественные. 

1244. Найти на кривой у == хз точку, касательная 
в которой параллельна хорде, соединяющей точки 
А (—-1, —Пив (2, 8). 

1245. Верна ли формула конечных приращений для 
функции | (х) = Их на сегменте [а, 8}, если аб < 0? 
1246. Найти функцию 0 = 0 (х, Ах) такую, что 

Ра - АХ —[@<) = А -04х) (0<0<1, 
если: 

а) #(х) =аз-- бх-с (450); 61% =»; 

в) {=иИх п [1Ю=е. 

1246.1. Пусть } (х) Е С® (— со, + с) и для лю- 
бых хи В справедливо тождество: 

ГЕ — 1 = НО. 

Доказать, что } (х) = ах | 6, гдеаи 6 — постоян- 
ные. 

1246.2. Пусть [ (х) 6 С® (— оо, - с) и для лю- 
бых хи # справедливо тождество 


ГЕ Ро = АР (х + -). 


Доказать, что { (х) = ах? -+- Вх - с, где а, бис— 
постоянные. 
1247. Доказать, что если х > 0, то 


а | 
Мх-+1—4/х = 26 ' 
— 1 1 
Е < 6(х) < 5% 


причем т © (х) = 1/4, Шт 0 (х) = 1/2. 
х->--0 х—-{ 
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1248. Пусть 


3 — 


при О<х< | 
н9= | 
= при 1 <х< о. 


Определить промежуточное значение с формулы конеч- 
ных приращений для функции } (х) на сегменте [0, 2]. 
1249. Пусть { (х) —1{ (0) =хР (6 (х)), гдед < Е<х<х. 
Доказать, что если 
| (х) = хз (щ х) при х>0и[ (0) =0, 
то функция & == $ (х) разрывна в любом сколь угодно 
малом интервале (0, 8), где => 0. 

1250. Пусть функция } (х) имеет непрерывную про- 
изводную [’(х) в интервале (а, 6). Можно ли для всякой 
точки & из (а, 5) указать две другие точки х1 и Хх. из 
этого интервала такие, что 

КИО р ия 
д —м 
Рассмотреть пример: } (х) = х? (—-1<х<!), ге 


1251. Доказать неравенства: 

а) |Япх— пиу| < |х—уУ! 

6) ру (ху кф < р" (У, 
если О<у<хир> Е 

в) | аг4е а — аг4е 6 | < |@— 66; 


г) а—ь 


1252. Объяснить, почему не верна формула Коши 
для функций 


а а — 


< --< о если О<Ь<а. 


а = миа) = № 
на сегменте [—1, 1]. 
1253. Пусть функция } (х) дифференцируема на сег- 
менте [х., х.], причем х.х, >> 0. Доказать, что 
мо | Ш 
жа — хз | (и) Е) 10-9 ©, 
Где Хх < < х.. 
1254. Доказать, что если функция } (х) дифферен- 
цируема, но не ограничена на конечном интервале 
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(а, 6), то ее производная |” (х) также не ограничена 
на интервале (а, 6). Обратная теорема не верна (по- 
строить пример). 

1255. Доказать, что если функция } (х) имеет в ко- 
нечном или бесконечном интервале (а, 6) ограниченную 
р Е (©), то [(х) равномерно непрерывна на 
а, 

1256. Доказать, что если функция | (х) р 
руема в бесконечном интервале (ж, - оо) 

Ит [ (х) =0, то 1 269. =0, т.е. }(х) = о (х) при 
хо х-+-% Х 
х-— Е оо. 

1257. Доказать, что если функция } (х) дифферен- 

цируема в бесконечном интервале (хь, -|- со) и 


Ро) =о (х) при х—- ©, 
то 
Низ | сд =0. 


х—-{оо 
В частности, если существует, И Г @) = Е, то Ё = 0. 


1258. а) Доказать, что если: 1) функция | (х) опреде- 
лена и непрерывна на сегменте [ж, Х]; 2) }(х) имеет 
конечную производную Е (*) в интервале (х., Х); 3) су- 
ществует конечный или бесконечный предел и Е @ = 


= й (х - 0), то существует соответственно конечная 
или бесконечная односторонняя производная [+ (х} 
и [4 (2) =[ (№ - 0). 

6) Показать, чтф для функции 


Кд = ага ЕЕ (= и 10) =0 


существует конечный предел ит Г @), однако функция 


{ (<) не имеет односторсяних ^  проиаадных Е) и 
Ё. (1). Дать геометрическую иллюстрацию этого факта. 
Однако в этой точке существуют обобщенные одно- 
сторонние производные (см. 1009.1). 
1259. Доказать, что если | (х) = Оприа < х_< В, то 


[(*) = соп$& при а<х< 6. 


1260. Доказать, что единственная функция 
[(х) (— © <х< + 9), имеющая постоянную произ- 
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водную 
Еф =Ь, 
есть линейная: 
Ех) = +6. 
1261. Что можно сказать о функции }(х), если 
№ (х) = 0? 
1261.1. Пусть } (х) Е С® (— во, - со) и для каж- 


дого х существует натуральное число л, (п, < п) такое, 
что 


К" (х) =0. 


Доказать, что функция }(х) есть полином. 

1262. Доказать, что единственная функция и = 
= у (х) (— © <х<- о), удовлетворяющая уравне- 
нию 


у’ = № (А = сопз), 
есть показательная; 
у= С2", 
где С — произвольная постоянная. 
Указание. Рассмотреть (уг №)’. 
1263. Проверить, что функции 


1-х 
1-х 


[(х) = агфв и &(х) = асых 


имеют одинаковые производные в областях: 
Пхи 2х 


Вывести зависимость между этими функциями. 
1264. Доказать тождества: 


а) 2 агс\и х -| агсп 


Е = лзепх при |х|>[ 


6) Загссоз х— агссоз (3х— 4х3) = л при |х| < >. 


1265. Доказать, что если: 1) функция {[(х) непре- 
рывна на сегменте [а, 6]; 2) имеет конечную производ- 
ную [ (х) внутри него; 3) не является линейной, то 
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(а, 5), то ее производная | (х) также не ограничена 
на интервале (а, 65). Обратная теорема не верна (по- 
строить пример). 

1255. Доказать, что если функция } (х) имеет в ко- 
нечном или бесконечном интервале (а, 5) ограниченную 
НЮ Ё (С), то [(х) равномерно непрерывна на 
а, 

1256. Доказать, что если функция |} (х) дифференци- 
руема в бесконечном интервале (х, -Р о) и 
Ит Г (<) =0, то Ни 9. =0, т. е. {(х) = о (х) при 
хо хр Х 
х— + о. 

1257. Доказать, что если функция /(х) дифферен- 
цируема в бесконечном интервале (хь, -- со) и 


(<) =о (х) при х— - ©, 
то 


Шт 1 бд =0. 
хо 


В частности, если существует Шт [ (х) == Ё, то # = 0. 


1258. а) Доказать, что если: 1) функция } (х) опреде- 
лена и непрерывна на сегменте [х,, Х]; 2) } (х) имеет 
конечную производную |” (х) в интервале (хо, Х); 3) су- 
ществует конечный или бесконечный предел И Ра) = 

К-Ьхо 
= }’ (х + 0), то существует соответственно конечная 
или бесконечная односторонняя производная {4 (%) 
и [+ (50) =[ (% +0). 
6) Показать, что для функции 


Кд = ош - ЕЕ (51) и [0)=0 


существует конечный предел На Е (), однако функция 
х— 


Г (<) не имеет односторсяних производных }[ (1) и 
[+ (1). Дать геометрическую иллюстрацию этого факта. 
Однако в этой точке существуют обобщенные одно- 
сторонние производные (сы. 1009.1). 
1259. Доказать, что если [’ (х) = О приа < х < Б, то 


{(*) = соп приа<х< 6. 


1260. Доказать, что единственная функция 
1 (<) (— © <х<-+ о), имеющая постоянную произ- 
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водную 
РФ =А, 
есть линейная: 
Е = -Ь. 
1261. Что можно сказать о функции [(х), если 
К” (х) = 0? 
1261.1. Пусть } (х) 6 С° (— сю, -+ о) и для каж- 


дого х существует натуральное число л, (п, < п) такое, 
что 


[гэ (х) == 0. 


Доказать, что функция | (х) есть полином. 

1262. Доказать, что единственная функция у = 
= и (х) (— ® <х-<- ©), удовлетворяющая уравне- 
нию 


у’ = №у (А = сопз), 
есть показательная; 
у = Се", 
где С — произвольная постоянная. 
Указание. Рассмотреть (уг—^*)'. 
1263. Проверить, что функции 
1-х 


1-х 


[(@&) = агсв 


и &(х) = асю х 


имеют одинаковые производные в областях: 
ЭхГ и 2х1. 


Вывести зависимость между этими функциями. 
1264. Доказать тождества: 


2х 
1-х 
6) Загссоз х— агссоз (3х— 4х3) = л при |х| < -. 


а) Загс х - агст 


= лзепх при |х|> 1; 


1265. Доказать, что если: 1) функция [(х) непре- 
рывна на сегменте [а, 5]; 2) имеет конечную проязвод- 
ную /’ (х) внутри него; 3) не является линейной, то 
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Доказать, что если | (а) < 0, то уравнение { (х} = 0 
имеет один и только один действительный корень в ин- 


тервале (. а— ®) : 


1286. Функция }(х) называется возрастающей ев 
точке х,, если в некоторой. окрестности |х—ж | < 6 
знак приращения функции Д} (хо) == } (х) — [ (хо) сов- 
падает со знаком приращения аргумента Ах = х—хо. 

Доказать, что если функция [(х) (а<х< 5) воз- 
растает в каждой точке некоторого конечного или бес- 
конечного интервала (а, 5), то она является возрастаю- 
щей на этом интервале. 

1287. Ноказать, что функция 


[(х) =х+ хп, если х5Е0и|[ (0) =0, 


возрастает в точке х == 0, но не является возрастающей 
ни в каком интервале (— г, г), окружающем эту точку, 
где е > 0 произвольно мало. 

Построить эскиз графика функции. 

1288. Доказать теорему: если 1) функции ф (х) и 
$ (х) п-кратно дифференцируемы; 2) $® (х) = ф® (ж) 
(Е =0,1,..., п 1); 3) 49° (х) > ф® (х) прих> а, 
то имеет место неравенство 

Ф (<) > $ (@) при х> ж. 
1289. Доказать следующие неравенства: 


а) > 1-х при х=0; 
6) х— < < при х> 0; 


в) х— ^^ <упх < при х> 0; 
г) Ша” . при 0<*<-; 


ду (4 у")* > (+7) при х>0, у>0 и 
О<а< в. 


Дать геометрическую иллюстрацию — неравенств 
а) — г). 
1290. Доказать неравенство 


я <пх<х при 0<=<->. 
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1291. Доказать, что при х >> 0 имеет место неравен- 


ство 
(1 +=} <<: +=)". 


1292. У арифметической и геометрической прогрес- 
сий число членов и крайние члены соответственно оди- 
наковы и все члены прогрессий положительны. Дока- 
зать, что у арифметической прогрессии сумма членов. 
больше, чем у геометрической. 

1293. Исходя из неравенства 


Хвычыт >, 


где х, а, 6, Е =1..., п) вещественны, доказать 
неравенство Коши 


1294. Доказать, что среднее арифметическое поло- 
жительных чисел не больше среднего квадратичного 
этих же чисел, т. е. 


у» <^ / «я р 


1295. Доказать, что среднее геометрическое положи- 
тельных чисел не больше среднего арифметического 
этих же чисел, т. е. 


Ух, ..› Ха < ба. . .Нх,). 


Указание. Применить метод математической индукции. 


1296. Средней порядка $ для двух положительных 
чисел а и 6 называется функция, определяемая равенст- 
вом 


д, (а. 5= (==^)", если 5520, 


Ао (а, 5) = ИтА, (а, 6). 
50 


В частности, получаем: при $ = — | среднее гармо= 
ническое; при $ == 0 среднее геометрическое (доказать!) 
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при 8 == 1 среднее арифметическое; при 5 == 2 среднее 
квадратичное. 

Доказать, что: 

1) ша (а, 5) < А, (, 5) < тах (а, 5}; 

2) функция ДА, (а, 6) при а == 6 есть возрастающая 
фувкция переменной $5; 


8) Пт А, (а, 5) = пип (а, 6); 


Нт А, (а, 9) = тахца, 6). 
э>- 
Указание. Рассмотреть —- [п А, (а, 81. 


1297(н). Доказать неравенства: 
а) х<—1>а(х—1) при о > 2, х> 


6) И;х—Иа<И я-а, если п> 1, х>а> 0; 
в) 1-2 шх< м при х> 0. 


$ 8. Направление вогнутости, 
Точки перегиба 


1°. Достаточные условня вогнутости,. 
График дифференцируемой функции у == [(х) называется 00г- 
нутым вверх или выпуклым вниз (вогнутым вниз или выпуклым 
вверх) на сегменте [а, 8], если отрезок кривой 


у = [(х) @<х<0 
расположен выше (соответственно же касательной, прове- 
денной в любой точке этого отрезка. Достаточным условием 
зогнутости графика вверх (вниз), в предположении существова- 


иня второй производной [^” (5х) при а = х = 6, является выпол» 
нение неравенства 


РГ >0О (Е < 0) приа<;< 6. 

2. Достаточное условие точки пере- 
Риба. Точки, в которых меняется направление вогнутоств 
графика функции, называются точками перегиба. Точка де, 
для которой либо {[”' (хз) == 0, либо }’’ (хо) не существует, при- 
чем [” (хо) имеет смысл, есть точка перегиба, если {'” (х) меняет 
свой знак при переходе через значение ху. 


1298. Исследовать направление вогнутости кривой 


у=1+Ух 
в точках 4 (—1, 0), В (1, 2) и С (0, 0). 
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Найти промежутки вогнутости определенного знака 
и точки перегиба графиков следующих функций: 


1299. у= 3—8. — 1300. а (@>0. 


1301. у= хх, 1302. у= Л, 

1303. у=х--зшх, 1304. у = е-”. 

1305. у = ш(1-- м). 1306. у= хчи (ах) (х>0). 
1307. у=х (х>0). 

1308. Показать, что кривая 


имеет три точки перегиба, лежащие на одной прямой. 
Построить график этой функции. 
1309. Прин каком выборе параметра й «кривая ве“ 
роятности» 


В м . 
у = (#>0) 


имеет точки перегиба х == Е 9? 

1310. Исследовать направление вогнутости циклоиды 

х=а (Ё — яп д, у=а (1-—с0$ 8} (а>0. 

1311, Пусть функция } (х) дважды дифференцируема 
в промежутке а < х< -+ ©, причем: 1) } (а) = А> 0 
2) Г (@а<0; 3) [: (*) < 0 при х>а. 

Доказать, что уравнение | (х) == 0 имеет один и 
только один действительный корень в интервале (а, + со) 

1312. Функция }(х) называется выпуклой снизу 
(сверху) на интервале (а, 5), если для любых точек х, 
и х. из этого интервала и произвольных чисел А; и, 
(^:>0, А, >0, ААА, =1) имеет место неравен“ 
ство 


Рж  №х << Ш) М (©) 
(или соответственно противоположное неравенство 
Рлх, + Ах) > №3} (х1) + №} (х)). 


Доказать, что: 1} функция | (х) выпукла снизу на 
(а, 6), если [' (х) > 0, ‚ при а <х< 5; 2) | (х) выпукла 
сверху на (а, 6), если, Ё (*) < 0, при в х<6. 
10—83 
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1313. Показать, что фупкция 
х (п>1), ее, хШх 


выпуклы снизу на интервале (0, со ), а функции 
х (0<п< 1) Шх 
выпуклы сверху на интервале (0, -- со). 


1314. Доказать неравенства и выяснить их геомет- 
рический смысл: 


а) о" 4+у")> (2) (х>0, у>0, хи, п>1} 


"> г" ву; 
х+ 


: У ‚если х>0 и у>0, 


в). хх ушу> (и Ш 


1314.1. Пусть [* (х) > 0 приа<х< 5. 
Доказать, чтс 


КА) < 


при любых ха, х: © [а, 6]. 

1315. Доказать, что ограниченная выпуклая функ- 
ция всюду непрерывна и имеет односторонние левую 
и правую производные. 

1316. Пусть функция [ (х) дважды дифференцируема 
в интервале (а, Ь) и | (5) 52 0, геа< < 6. 

Доказать, что в интервале (а, 6) можно найти два 
значения х; и х. такие, что 


На) — (а). =Р(&). 
х—%: 


1317. Доказать, что если функция { (х) дважды диф- 
ференцируема в бесконечном интервале (хо, 4 ©) и 


Вт (0 =0, — Шт =0, 
х-ко-Е0 х—-{-0с 


то в интервале (хе, -+ со) имеется по меньшей мере одна 
точка & такая, что |’ ($) = 0. 
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$ 9. Раскрытие неопределенностей 
1-й случай правила Лопиталя (раскрытие 


неопределенности вида <. Если: 1) функции [ (х) ид (х) опреде- 


лены и непрерывны в некоторой окрестности Ие *) точки а, 
где а — число или символ со, и при х -> а обе стремятся к нулю; 


Пл (к) = Ипа (0) = 0; 
х-›а х—>а 


2) производные [” (х) и д’ (х) существуют в окрестности Из точки 
а, за исключением, быть может, самой точки а, причем одновре- 
менно не обращаются в нуль при х 52 а; 3) существует конечный 
или бесконечный: предел 


то имеем: 


И Г® Ит Е. 
08 Е) 


2 случай правила Лопиталя (раскрытие 
неопределенности вида =. Бели: 1) функции { (х) н &.(х) при 
х-—а обе стремятся к бесконечности: 

Вт [(х) == Шт & (х) = с, 
х->в х—а 


где а — число или символ оо; 

2) производные [^ (х) и 5’ (х) существуют для всех х, при- 
надлежащих некоторой окрестности Ив точки а и отличных от а, 
причем 


Р\(х) -- в’? (х) 5-0 при х С Цен ха; 
3) существует конечный нли бесконечный предел 


Пт 9. — ци. 


ка 8 (х) ха д’ (х) ° 


Аналогичные правила справедливы для односторониих преде- 
лов. 

Раскрытие неопределенностей видов 0-00, сю — со, 1%, 0 
и т. п. путем алгебраических преобразований и логарифмыирова- 


*) Под окрестностью Из точки а понимается совокупность 
чисел х, удовлетворяющих неравенству: 1) 0< |х—«а| < в, 
если а — число, и 2) |х| > Ша, если а — символ оо. 


10* 
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ния приводится к раскрытию неопределенностей двух основных 
чипов: 
0 со 


и — 


0 со 


Определить значения следующих выражений: 
1318. п 12° 1319, п 9—9, 
ох х-+0 х2 


к-0 $11 
1320. нп =. 1321. ни ЗИ, 
х-0 # — тх х—0 Зт 4х — 12 1х 
Е 3х Зх хешх— 1 
1322. ит . 1323. ЦИт ———-. 
: 4х х-0 я 


а 


1324. ит УЧЕТ 1305, пи ое 
ы л 25102 х—1° В х-+0 хз ы 
2—4 

1326. Нт 1 °°°** 1327. Пт ее Ватан. 
хо пя ° #0. . 


1328. Пт ТА С агс(е ^/= — Баг ^/=) 
0х 


а” —а + 
1329. ее (а>0). 1330. Ни (А : 
1331. т 11 (51а ах) 1332. ип 11 (с05 ах) 
жо меш) ^ "хо п (0$ 5х) ° 
1333. по 59° 619 — 609 1334 пт). 
° 0 х‘ ° хо ХАН 4х 


1335. пп АВВ) — Ага (5х), 


х-—0 1х — зпх 
= ш(х- 4/2). 
1336. Пе (е>0). 


где АгзН х = 


хп ‚ее 
1337. м (а>0, п>0). 1338. я 


х-—+4-з0 


1339. Нтхе“”". 1340. Нгпх. ш (1—2). 


х-—>4-с0 х-1—0 


1341. Нтхшх (>0). 1342. Итх. 
х—-+0 х—--0 

1343. Нтх’-ь 1344. Нт(х7 —1). 
&->0 $->0 
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1345. Пит И, 1346. Нт хи. 
*->-{-0 х—1 
1347. Ит (2— х) =? . 1348, И (48 х) =", 
хЖ— 
„4 


1349. По (св д)". — 1350. Ит п). 
х—-+0 х 


их . 4х (ха) 
. 1352. ее } 
1351. и (6 г) А =) 
а — хта ий 2 
1353. п (ив т 5) . 1354. ев 
1355. Нш(- )- 1358. пт сш). 
тх х— 1 х—0 х 


ы 1 
Е на п (х + Е и: | 


1358. Шт ^^“ (2>0). 1359. ни 19%“ -е, 
х— х—0 р 


4—>а 


1360. ии (@>0. 


1361. т (= зо ;). 1362. т (185). 
х--+ 


я 
1363. Шт инк . 1363.1. ЦЕ 
х—0 ы ит 
1363.2. т (4=)” 1363.3. И чих), 
д->0 х х-0 х 


1363.4. пи п, где АгзВ х-= 


х-—0 


№ (х--^/1- 2). 


Их 1И 
1364. ит | *. 1365. Шт (2 шов)". 
#0 Л. 


х-0 
1366. Нт в) = 1367. Нт—_ И 
х>0 


0 Ух УВЕ 


х! 
1368. Шт 1+7 т. 1368. Вт, 
х->0 2 хр (11 х)х 


1369. Шт в р 
я (^^ 
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1370. 1ит [(х + а) 49 — хНие+ч, 
хо 


1371. Найти ит, если кривая у = {(х) входит 


д—0 
при х = О в начале координат (0, 0) (Ит } (х) = { (0)=0) 
х->0 


под углом «<. 
1372. Доказать, что т х"® = 1, если непрерывная 
х--40 
кривая у == | (х) входит при х — -- 0 в начало коорди- 
нат (Нш }{(х) = 0) и при 0< х<е целиком остается 
х->--0 


внутри острого угла, образованного прямыми: у = 
= — АХ ии = Ах (А 52 05). 

1373. Доказать, что если для функции | (х) сущест- 
вует вторая производная |” (х), то 


НА) = Нт КК —в — 204) 
#0 ва ь 


1373.1. Исследовать на дифференцируемость в точке 
х = 0 функцию: 
1 1 


‚ если х50; 


х = —1 
9 = | 
а если х=0., 
1373.2. Найти асимптоту кривой у = т >0. 


1374. Исследовать возможность применения правила 
Лопиталя к следующим примерам: 


ив. 
хат — , 
й ,. х— 
2) Пт ) 7—9 
х+0  зшх х-ю Х--зШх 
5) Ша е-2* (с0з х-- 2х) — ета х 
х-ь-оо е-х (с0$ х - пл) 


1 х-- Япх с05х 
яптх * 


а 


’ ' 


г) Ит - 
х-ьв (х-- п х со х)е 
1375. Найти предел отношения площади кругового 
сегмента, имеющего хорду 6 и стрелку А, к площади 
равнобедренного треугольника, вписанного в этот сег- 
мент, если дуга сегмента при неизменном радиусе К 
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стремится к нулю. Пользуясь полученным результатом, 
вывести преближенную формулу для площади сегмента: 


$ -2. в. 
3 


8 10. Формула Тейлора 


1. Локальная формула Тейлора. Еслк 
1) функция [ (х) определена в некоторой окрестности |х—хо| < в 
точки хо; 2) { (х) имеет в этой окрестности производные { (х),... 
..., КП-№ (5) до (п—!)-го порядка включительно; 3) в точке 
х, существует производная л-го порядка [“”) (хз), то 


о) = Ух оо — м)", (1) 
& 0 
где 


®) 
в Г. &=0,1,....1. 


В частности, при хь = 0 имеем: 
< _№® (0) 
оу Ио. (2) 


При указанных условиях представление (1) единственно. 

сли в точке хь существует производная [“+1) (х.), то 
остаточный член в формуле (1) может быть взят в виде 
0* ((х—5е)"+3. 

Из локальной формулы Тейлора (2) получаем следующие 
пять важных  разложений: 


т. ах + ... 4+ +0. 
я 81 
хй- 
@—1 


я эл 41 
я Зо (х }. 


т(т—1 „ 
я ж-+... 


.. „тт О. Юм. о (=. 


т! 


у. шина = = 2+ 4-09 ом). 
п 


п. ния... 014 40 (х7). 


ПЕ ия... +1 


ТУ. 1-97 = 1+ т -- 


2. Формула Тейлора. Если 1) функция [(х} 
определена ‘на сегыенте [а, 65]; 2) [(<) ныеет на этом сегменте 
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непрерывные производные [ (х),..., {-№ (х); 3) прл 
а«<х < 6 существует конечная производная [” (х), то 


в—} к 
но-У еб @<+<и, 
ре Г: 


где 


В» (х) = о 0<6<) 


(остаточный член в форме Лагранжа), или 


в = ия И — 6-1 0<6,<1) 


(остаточный член в форме Коши). 
1376. Многочлен 
Р (х) = 1- 3х - 5х2 — 2х3 
расположить по целым неотрицательным степеням дву- 
члена х -|- 1. 

Написать разложения по целым неотрицательным 
степеням переменной х до членов указанного порядка 
включительно следующих функций: 

с] 
1377. | а ы до члена с 2. Чему рав- 
р 
но /“® (0)? 


1378, (+ 
(1 — 2х)40 (1 -- 2х) 


1379. Уа”-х (а> 0) до члена с ха. 
1380. 4—2 —УИТ- За Ех до члена с 23, 
1381. 2" до члена с х. 


1382. —*__ до члена с 4^. 
=—1 


до члена с х?. 


1383. у #1 х3 до члена с х®. 


1384. псоз х до члена с х* 
1385. зп (911 х) до члена сх? 
1386. 2 хдо члена с х. 


1387. ры до члена с 24. 
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1388. Найти три члена разложения функции } (х) = 


= ^/х по целым неотрицательным степеням разности 
хж— |. 

1389. Функцию | (х) = х*—1 разложить по целым 
неотрицательным степеням бинома х—1 до члена с 
(*—1}з. 


1390. Функцию у=а сп (а>0) в окрестности 


точки х = 0 приближенно заменить параболой 2-го по- 
рядка. 

1391. Функцию {[ (х) = УТ —х(х > 0) раз- 
ложить по целым неотрицательным степеням дроби г 


1 
до члена с —. 
ж 


1392. Найти разложение функции {(й) = ш (х + №) 
(х > 0) по целым неотрицательным степеням прираще- 
ния А до члена с А” (п — натуральное число). 

1393. Пусть | 


Кен = НОР О... + в 


(0<0—< 1), причем К” (х) = 0. 


Доказать, что йт 0 = ; 
п>0 в-- 1 
1393.1. Пусть при х — 0 имеем 


Е) = 1+ о (). 

Доказать, что Шт [} (х)}* =. 

1393.2. Пусть Г @) Е С® 10, Пи Г) =[ (а) =0, 
причем |Ё”’ (х)| < А при хС (0, 1). Доказать, что 
Ро) < = при О <х< 1. 

1393.3. Пусть [() (— © <х < - о) — дважды 
дифференцируемая функция и 

М: = дей 1 (х)| <<  (=0, 1 2). 
—с<х<-+ 


Доказать неравенство М? < 2М.М.. 
1394. Оценить абсолютную погрешность приближен- 
ных формул: 


а) енхи +... А. при О <х< 1; 
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О а 
6) Япхх я при |4 < .; 
в) мкм к при [х| < 0,1; 
г) УЕ — = при О<х< 1. 


1395. Для каких х справедлива с точностью до 0,0001 
приближенная формула: с05х = 1 — = ? 
1395.1. Доказать формулу 


Ум" х=а-| 


х 
—Г 
па?- 


п>2, а>0, х>0), 0<,<71. 


92 ят- ° 


1396. С помощью формулы Тейлора приближенно 
вычислить: 


)У35; 60750 в У: 
гр МЕ д 518; е) №12; 
ж) агсё 0,8; —з) агсзтт 0,45; ни) (1 13 


и оценить погрешность. 

1397, Вычислить: 

а) е с точностью до 107% 

6) 11°» э » 10°; 

в) с039° » » » 10% 

г) 5 › > » 10°; 

А) ИП » » » 103. 

Используя разложения 1—У\У, найти следующие пре- 
делы: 


— а . 
1398. ип вех е "® 1399. Пт езтх —х (1-х) . 
а ых х-—0 х 
1400. Ни 2 (4/х--1- #—1—24/х). 
хо 
1401. ит (Уя®—уй— м). 
х->--со 
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— же дет. 
м. а ) 8 - т] 
140З. п ИИ >09) 
| 
1404. Пт х— (1 ии —). 
. 1 1 
)- п. шт (те). 
1406.1. Вт тя) УГ. 
х-—0 РГ 
1 
1406.2. Па о, 1406.3. т 1, 
х->0 хз тт ь 


1405. Пт (-- Е. 


хх  зшх 


Для бесконечно малой при х -» 0 величины у опреде- 
лить главный член вида Сх” (С — постоянная), если 


1407. у == 48 (т х) — зп (%х. 
#7 
1408. у = (1-х —1. 1409. у= Ия. 
1410. При каком подборе коэффициентов а и 6 ве 
личина 
х— (а-- Ь со х) зтх 


будет бесконечно малой 5-го порядка относительно х? 
1410.1. Подобрать коэффициенты. А и В так, чтобы 
при х—0 имело место асимптотическое равенство 


сах = - ЧА =: +069. 
= В 


1410.2. При каких коэффициентах А, В, Сир спрз- 
зедлива при х-— 0 асимптотическая формула 


1-5 АДк-+ 8х 
1-- Ся Ба +96. 


1411. Считая |х| малой величиной, вывести просты 
приближенные —_ для следующих выражений: 


В 
а) 5 — а (>09; 


1-х 1-х 
6) И = у ==; 
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в) = [1-(+-5 №. ЕН 
х 100 ш (1-4 х 
( в) 


1412. Считая х малым по абсолютной величине, вы- 
вести приближенную формулу вида х = & зтх -- В 8х 
с точностью до члена с х. 

Применить эту формулу для приближенного спрям- 
ления дуг малой угловой величины. 

1413. Оценить относительную погрешность следую- 
щего правила Чебышева: круговая дуга приближенно 
равна сумме боковых сторон равнобедренного треуголь- 
ника, построенного на хорде этой дуги и имеющего 


высотой ^/4/3 ее стрелки. 


8$ 11. Экстремум функции. Наибольшее 
и наименьшее значения функции 


1°, Необходимое условие экстремума, 
Говорят, что функция { (х) имеет в точке хь экстремум (макси» 
мум или минимум), если функция определена в двухсторонней 
окрестности точки хо и для всех точек х некоторой области: 
0 < |—х| < 8, выполнено соответственно неравенство 


а) < (о) или 1 (5) > Е). 


В точке экстремума производная {[ (хо) == 0, если она су- 
ществует. 

2. Достаточные условия экстремума. 

Первое правило. Если 1) функция } (х) определена и непре- 
рывна в некоторой окрестности |х—х| < 8 точки хо такой, 
что | (хо) = 0 или не существует (критическая точка); 2) { (х) 
имеет конечную производную # (х) в области 0 < [х—хь [< 8; 
3) производная [’ (х) сохраняет определенный знак слева от хо 
и справа от х,, то поведение функции {(х) характеризуется 
следующей таблицей; 


Знак производной 


Вывод 
х<ь х> 


Экстремума нет 
Максимум 
Минимум 
Экстремума нет 
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Второе правило. Если функция [ (х) имеет вторую произ- 
водную [’’ (х)и в некоторой точке х, выполнены условия 
Ро = ба Е (00) #0, 


то в этой точке функция | (х) имеет экстремум, а именно: 
максимум, когда [“” (х,) < 0, и минимум, когда 
Е’ (мо > 0. 

Третье правило. Пусть функция | (х) имеет в некотором 
интервале |х—х,! < 6 производные } (х),..., {-* (х) и 
в точке хь производную |”) (хо), причем 


К (хо) 20 =... й- 1) К” (55) 50. 


В таком случае: 1) если п — число четное, то в точке ху функция 
[(х) имеет экстремум, а именно: максимум при 
К (ж) < биминнмум при К”) (ж) >.0; 2) если п — число 
нечетное, то в точке хь функция [(х) экстремума не 
нмеет. 

3°. Абсолютный экстремуым. Наибольшее (наи- 
меньшее) значение на сегменте [а, 6] непрерывной функции 
(=) достигается или в критической точке этой функции (т. е. 
там, где производная /[* (х) или равна нулю, или не существует), 
или в граничных точках а и Ь данного сегмента. 


Исследовать на экстремум следующие функции: 


1414. у=2-+ хх. 465. у= 0—1}. 

1416. у = (х—1)*. 

1417. у=х” (1-—х)" (т и п — целые положитель- 
ные числа). 

1418. у = сз х -- сВх. 1419. у= (+ 9 =, 


в 2 \е-=* — нату- 

1420, у = (1+=+ и... )е (п — нату 
ральное число}. 

1421. у=1х|. 1422. у=х" (1—8. 

1423. Исследовать на экстремум в точке х == 
функцию 

Г(х) = (х—ж)"Ф (х) 

(п — натуральное число), где функция ф (х) непрерывна 
при аи р 

1424. Пусть } (х) = со, Р (<) = 3 и х—ста- 
ционарная точка функции }(х), т. е. Р, (%) = 0, 


© (х) = 0. | 
Доказать, что зеп [” (хо) = зп РИ (ж). 
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1425. Можно ли утверждать, что если функция } (х) 
в точке х› имеет максимум, то в некоторой достаточно 
малой окрестности этой точки слева от точки х› функция 
[() возрастает, а справа от нее убывает? 
Рассмотреть пример: 


На -2—м(2-+ яп ). если х-20 и |0) =2. 


1426 (н). Доказать, что функция 
Но =е\"*, если х-20, и (0) =0, 
имеет в точке х = 0 минимум, а функция 
8 =де \*, если х520, и в (0) =0 
не имеет в точке х == 0 экстремума, хотя 
К) (0) =0, 5” (0) =0 (п=12,...). 
Построить графики этих функций. 
1427. Исследовать на экстремум функции: 
а) [(х) = ги" (Уча ) при хэ0 и / (0) =0; 
6) На = ея (/8-+св-) при х520 и # (0) =0. 


Построить графики этих функций. 
1428. Исследовать на экстремум в точке х == 0 функ- 
цию 

Род = 121 (2+ соз-,), если х520и } (0) =0. 
Построить график этой функции. 
Найти экстремумы следующих функций: 

1429. у= 3—6 -9х—4. 1430. у=2— 2. 
1431. у=х(х— 1) (х— 2). — 1432. у= х+--. 


2 х — Зх-2 
1433. Уи. 1434. арии" 


1435. у 4/9 1436. у=хих—Г. 
1437. у= хе. 1438, у=д/хшх, 
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1439. иу= ия „1440. у свя 052%. 
10 

т-- их . 
1443. у= етих. — 1444. у=|хе \". 
Найти наименьшие и наибольшие значения следую- 

щих функций: 


1445. [(х) = 9% на сегменте [—1; 5]. 
1446. } (х) = х*`—4х - 6 на сегменте [—3; 10]. 
1447. | (х) = |х*—3х + 2| на сегменте [-- 10; 10], 


1448. | (х) = х+-— на сегменте [0,01; 100]. 


1449. {(х) =4/5—4х на сегменте [—1; 1. 


Найти нижнюю грань (11) и верхнюю грань (зир} 
следующих функций: 


1450. /(х) = хе °* на интервале (0, -+ оо). 


1451. Нд = (1+ ++ | „+=“ на интерва- 
ле (0, +). 


1-+ ха 
1452. }(х) = г. на интервале (0, -| со). 
1453. }(х) =е-*со05х? на интервале (— осо, -|- 09). 
1454. Определить нижнюю и верхнюю грани функции 
Е@) = Е на интервале х< ё < - ®. 
Построить графики функций 
м= эр [© в ты= шЁ [®. 
х<ё<--оо х«Ё<-фсо 
1454.1. Пусть 
М, — зир нАР (2) Н, Е=0, 1,2,... 
Найти М, М, и М,, если | (х) =е`®. 


1455. Определить наибольший член последователь- 
ности: 


д) 7 п=1, 2: б —\" (и=1,2,... 


1441. у= 1442. у= агсшх— (1-29). 


в) Ул (п=12,...). 
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1456. Доказать неравенства: 
а) |3х—х|<2 при |х|< 2; 


а если О<х<1ир> 


__ да тпп” УЕ 
в) х" (а—х) “идя а”"+*" при т>0, п>0и 
бла; 


р и <У а <х-а (х>0, а>0, > 1} 


д) [аш х-+ Ьс0з х| < ^/а- . 
1456.1. Доказать неравенство 
2 х--1 
з ы жэ--х--1 <2 
при — © <хж< - <. 
1457. Определить «отклонение от нуля» многочлена 
Р (х) = х (х—1* (+2) 
на сегменте [—2, 1], т. е. найти 
Ер = зир |Р\(*)|. 
р 4 


1458. При каком выборе коэффициента 9 многочлен 
Р (х) = +9 


наименее отклоняется от нуля на сегменте [—1, 1], 
х. е. 


Бр == зир |Р(х)| = пи. 
<< 


1459. Абсолютным отклонением двух функций | (х) 
и & (х) на сегменте [а, 8] называется число 


А= зир |1 (*) —&0)|. 
а<х«ь 


Определить абсолютное отклонение функций: 
а = ли а = 
ва сегменте [0, 1]. 
1460. Функцию | (х) = х? на сегменте [х1, ха]. при- 
ближенно заменить линейной функцией 
а (х) = + хх 
так, чтобы абсолютное отклонение функций | (х) и & (х] 
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(см. предыдущую задачу) было наименьшим, и опреде- 
лить это наименьшее абсолютное отклонение. 
1461. Определить минимум функции 


[(х) = тах {2х|, |1 +х}}. 


Определить число вещественных корней уравнения 
и отделить эти корни, если: 

1462. хз—бх? -- 9х—10 = 0. 

1463. хз—Зх—9х + А = 0. 

1464. 3х —4х3—бх? -|- 12—20 = 0. 

1465. 5—5х = а. 

1466. пх = Ах. 1467.е = ах*. 

1468. $118х.с05 Хх = а при О<х<л. 

1469. св х == Ах. 

1470. При каком условии уравнение хз -+ рх + д =0 
имеет: а) один вещественный корень; 6) три веществен- 
ных корня. Изобразить соответствующие области на 
плоскости (р, 9). 


$ 12. Построение графиков функций 
по характерным точкам 


Для построения графика функции у = | (х) нужно: 1) оп- 
ределить область существования этой функции и исследовать 
поведение функции в граничных точках последней; 2) выяснить 
симметрию графика и периодичность; 3) найти точки разрыва 
функции и промежутки непрерывности; 4) определить. нули 
функции и области постоянства знака; 5) найти точки экстре- 
мума и выяснить промежутки возрастания н убывания функции; 
6) определить точки перегиба и установить. промежутки вогну- 
тости определенного знака графика функции; 7) найти асимп- 
чоты в случае существования нх; 8) указать те или нные особен- 
ности графика, В частных случаях общая схема упрощается. 

В задачах, отмеченных звездочкой, точки перегиба опреде- 
пяются приближенно. 


Построить графики следующих функций: 
1471. у= Зх— 8. 1472. у= +=. 


1473. у= (х+ 0 (<— 2. 1474. у-2® 


1-м * 
2475 Е 1476, уе 
ВЕБ ть Ох) 
х 1-х 
4 . д —_——ы= . - = ——- # 
ие МН, ) 


11 —2383 
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1479. у=-2 0. 1480, у=-& 


(«1 у (1 — <) * 
1481. у= Е. 182%. у= 8, 
— 1 241 ° 
а. бе = 
1483. у = т — . 1484. у= (х—3) ^/х. 
= з— лик В 
1485. у= 5/88 — м. 14851. у Ут. 


1486. у= + ^/6—0@—9@-3.. 

1487*. ух |. 

1488. ууу. 

1489. у= (+2) —(— 29°. 

1490. у= (х-+- 109+ (х— 1). — 1491. у. 


У— 
в /э—Т Ем 
ее, 1493. у. 
1492. и а 1493. у м 
1494. у=1 ^/= =, 1495 /_= 
. у ах —х-+ -х > О у = РИ ® 
1496*. у== Е. 1497. у=ятх-{ со х. 


1498. у = (7-- 2созх)тх. 1499. у=зшх-- а 3х. 


1500. у=с0х— 60825. 1501. у= зи х-+ со54 х. 
1502. у= мпх-э Зи, 1503. уз И, 
чт(х+ 4) 


1504. уз-бех.. 15044. т 


1505. у=2х—рх. — 1506. уе". 
1507. и= (1+6 *. 1508. у=х-е*. 
1509. и= ме *. 15091. у=е “яп х, 
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1510. =. 151. уе ея, 


1512. у= Е „153. у=ш (+. 
1514. у = Иа -Т а (+ УЯ-Т). 


1515. у= к. 1516. у=х-рагсв х. 


1517. у= Св агс4а х. — 1518. у = хагс& х. 


1 — 28 


1520. у = агссо$ ути ^ 


1519. у = агсзь 2 
1-х 


1521. у= (х-+2)е*. 1522. у= У -Уи-Г, 


1523*. у=ш ИЗ. 
ж--1 


1524. у = аагсут —=—ми—я (@>9). 


1—х 
1525. у== агссо$ а 1526. у=х". 


1527*. у=х*. 1528. у=(1--х). 
И 2 | 
1529*. у х(1 + „) («> 0) 
е—х 
1-х 


1530*. у= (без исследования вогнутости). 


Построить кривые, заданные в параметрической 


форме: 


11* 


1531. «= СТА, А ыы 


1532. х=2/-—Й,  у=3!—В. 


о А. ча, 
#—1 — | 


а 1 
1534. х,, = 


1535. х=Ёе" ужей, 
1536. х = ас052, — у= ас0$% (а>0). 
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1537. х = со" ф у = $14 4, 
1538. х= Ипё =. 
= ы = з 
1539. х и у=а31 (а>0.) 


1540. х=а ($362—1, у=а(с61—1) (а>0. 


Представив уравнения кривых в параметрической 
форме, построить эти кривые, если 

1541, хз -- уз — Заху = 0 (а> 0). 

Указание. Положить у == {х. 

1542. ум и. 

1543. х2у? = 3—3. 

1544. х’ = у (х > 0, у> 0). 

1545. Построить график кривой: сВ? х — с? у = 1. 


Построять графики функций, заданных в полярной 
системе координат (ф, г) (г > 0): 
1546. г =а-+65с05Ф 0<а< 5). 


А: а 
1547. г= аут З$ (а>0). 1548. г ЕЕ {а>0). 


1549*. г, где ф>1! (@>0. 


г—1 
/З ^ 


1550*. ф == 2гс50$ 


Построить графики семейств кривых (а — перемен- 
ный параметр): 


1551. уха. 155. ух =. 


1553. у=х 4/1 —4). 
1554. у= ки е “*. 1555. у=хе “8. 


$ 13. Задачи на максимум и минимум функций 


1556. Доказать, что если функция }{(х) неотрица- 
тельна, то функция Р (х) = СР (х) (С>0) имеет в 
точности те же точки экстремума, что и функция | (х). 

1557. Доказать, что если функция ф (х) — монотонно 
возрастающая в строгом смысле при — со < х < - о, 
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то функции { (х) иф (7 (*)) имеют одни и те же точки 
экстремума. 

1558. Определить наибольшее значение произведе- 
ния т-й и п-й степеней (т > 0, п> 0) двух положи- 
тельных чисел, сумма которых постоянна и равна а. 

1559. Найти наименьшее значение суммы т-й и п-й 
степеней (т > 0, п> 0) двух положительных чисел, 
произведение которых постоянно и равно а. 

1560. В каких системах логарифмов существуют 
числа, равные своему логарифму? 

1561. Из всех прямоугольников. данной площади $ 
определить тот, периметр которого наименьший. 

1562. Найти прямоугольный треугольник наиболь- 
шей площади, если сумма катета и гипотенузы его по- 
стоянна. 

1563. При каких линейных размерах закрытая ци- 
линдрическая банка данной вместимости У будет иметь 
наименьшую полную поверхность? 

1564. В данный круговой сегмент, не превышающий 
полукруга, вписать прямоугольник с наибольшей пло- 
щадью. 

1565. В эллипс +4. =] вписать прямоуголь- 
ник со сторонами, параллельными осям эллипса, пло- 
щадь которого наибольшая. 

1566. В треугольник с основанием 6 п высотой # 
вписать прямоугольник с наибольшим периметром. 

Исследовать возможность решения этой задачи. 

1567. Из круглого бревна диаметра 4 вытесывается 
балка с прямоугольным поперечным сечением, основа- 
ние которого равно $ и высота #. При каких размерах 
балка будет ‘иметь наибольшую прочность, если проч- 
ность ее пропорциональна 6#*? 

1568. В полушар радиуса К вписать прямоугольный 
параллелепипед с квадратным основанием наибольшего 
объема. 

1569. В шар радиуса Ю вписать цилиндр наиболь- 
шего объема. 

1570. В шар раднуса АЮ вписать цилиндр с наиболь- 
шей полной поверхностью. 

1571. Около данного шара описать конус наимень- 
шего объема. 

1572. Найти наибольший объем конуса с данной об- 
разующей [. 
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1573. В прямой круговой конус с углом 2< в осевом 
сечении и радиусом основания А вписать цилиндр с наи- 
большей полной поверхностью.” 

1574. Найти кратчайшее расстояние точки М (р; р) 
от параболы у? == 2рх. 

1575. Найти кратчайшее и наибольшее расстояния 
точки А (2,0) от окружности х? -{ у?.= |. 


1576. Найти наибольшую хорду эллипса и => 


= 1 (0< < а), проходящую через вершину В {0, — 6). 
1577. Через точку М (х, у) эллипса и = 1 


провести касательную, образующую с осями координат 
треугольник, площадь которого наименьшая. 

1578. Тело представляет собой прямой круговой 
цилиндр, завершенный сверху полушаром. При каких 
линейных размерах это тело будет иметь наименьшую 
полную поверхность, если объем его равен У. 

1579. Поперечное сечение открытого канала имеет 
форму равнобедренной трапеции. При каком наклоне ф 
боков «мокрый периметр» сечения будет наименьшим, 
если площадь «живого сечения» воды в канале равна 5, 
а урозень воды равен Й? 

1580. «Извилистостью» замкнутого контура, ограни- 
чивающего площадь 5, называется отношение периметра 
этого контура к длине окружности, ограничивающей 
круг той же площади 5. 

Какова форма равнобедренной трапеции АВСО 
(АО]ВС), обладающей наименьшей извилистостью, если 
‹снование АД = 24 и острый угол ВАО = а? 

1581. Какой сектор следует вырезать из круга ра- 
диуса К, чтобы из оставшейся части можно было свер- 
нуть воронку наибольшей вместимости. 

1582. Завод А отстоит от железной дороги, идущей 
с юга на север и проходящей через город В, считая по 
кратчайшему расстоянию, на а км. Под каким углом ф 
к железной дороге следует построить подъездной путь 
от завода, чтобы транспортировка грузов из А в В была 
наиболее экономичной, если стоимость провоза тонны 
груза на расстоянии 1 км составляет по подъездному 
пути рр., по железной дороге др. (р >> 9) и город В 
расположен на $ км севернее завода А? 

1583. Два корабля плывут с постоянными скоро- 
стями и и и по прямым линиям, составляющим угол 09 
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между собой. Определить наименьшее расстояние между 
кораблями, если в некоторый момент расстояния их 
от м пересечения путей были соответственно равны 
аи 6. 

1584. В точках А и В находятся источники света 
соответственно силой 5, и $, свечей. На отрезке АВ = а 
найти наименее освещенную точку М. 

1585. Светящаяся точка находится на линии центров 
двух непересекающихся шаров радиусов А иг (В >> г) 
и расположена вне этих шаров. При каком положении 
точки сумма освещенных частей поверхностей шаров 
будет наибольшая? 

1586. На какой высоте над центром круглого стола 
радиуса а следует поместить электрическую лампочку, 
чтобы освещенность края стола была наибольшей? 


Указание. Яркость освещения выражается формулой 
1=& 5тф | 
т 


где ф — угол наклона лучей, г — расстояние источника света 
от освещаемой площадки, # — сила источника света. 


1587. К реке шириной а м построен под прямым уг- 
лом канал шириной Ь м. Какой максимальной длины 
суда могут входить в этот канал? 

1588. Суточные расходы при плавании судна состоят 
из двух частей: постоянной, равной а р, и переменной, 
возрастающей пропорционально кубу скорости. При ка- 
кой скорости и плавание судна будет наиболее эконо- 
МИЧНЫМ? 

1589. Груз весом Р, лежащий на горизонтальной 
шероховатой плоскости, требуется сдвинуть с места при- 
ложенной силой. При каком наклоне этой силы к го- 
ризонту величина ее будет наименьшей, если коэффи- 
циент трения груза равен А? 

1590. В чашку, имеющую форму полушара радиуса а, 
опущен стержень длины 2 >> 2а. Найти положение рав- 
новесия стержня. 


$ 14. Касание кривых. Круг кривизны. Эволюта 


1°. Касание п-го поряцка. Говорят, что кривые 


у=$Ф() ну=ф() 
имеют в точке ху касание п-го порядка (в строгом смысле!), если 
$) (хо) == Ч (24) (= 0, 1,,.., п) и 9+ (хо) 5 $4 (х), 
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В этом случае при хх имеем: 
$ (х) — $ (2) = 0* [х — хр, 
2°. Круг кривизны. Окружность 
х— Рот =д!, 
имеющая с данной кривой у == | (х) касание не ниже 2-го по- 


рядка, называется‘ кругом кривизны в соответствующей точке. 
Раднус этого круга 


(1-5 у'2)8/2 
= т 
и" 
1 
называется радиусом кривизны, а величина Ё == > — кри» 


визной. 
3°. Эволюта. Геометрическое место центров (Е, п) кру* 
гов кривизны (центры кривизны) 


"У, 1 у 


= х— пу — 
у 


называется эволютой данной кривой и == [ (х). 


1591. Подобрать параметры А и 2 прямой у == Ах + В 
так, чтобы она имела с кривой у == х3— 3х? -- 2 каса- 
ние порядка выше. первого. 

1592. При каком выборе коэффициентов а, 6 ис 
парабола 

у = ах + вх -с 
имеет в точке х = ж касание 2-го порядка с кривой 
у = е? 

1593. Какой порядок касания с осью Ох имеют в 

точке х = 0 кривые: 


а) у=1—с05х; 6) у=х—япх; 
ЕЕ м. 
в) иу-= = (1+=+ =). 


1594. Доказать, что кривая у = е`И" при хэ=0 
н у = 0 при х = 0 имеет в точке х = 0 с осью Ох ка- 
сание бесконечно большого порядка. 

1595. Найти радиус и центр кривизны гиперболы 
ху = 1 в точках: а) М (1, 1); 6) М (100; 0,01). 


Определить радиусы кривизны следующих кривых: 
1596. Параболы у? = 2рх. 


1597. Эллипса =. = =1 (@аР26>9). 
а 62 а 
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1598. Гиперболы =. = |. 
а 


ГС 

1599. Астроиды х’3-- у = а?8, 

1600. Эллипса х = а с0$ В, у= БзшЁ 

1601. Циклоиды х =а (15-91 1), у=а (1—с0$ 8. 

1602. Эвольвенты круга х == а (с0$ Е -- {зп #), у= 
= а (п 2—№с0$ 0. 

1603. Доказать, что радиус кривизны линии 2-го 
порядка у? = 2рх—дх* пропорционален кубу отрезка 
нормали. 

1604. Написать формулу радиуса кривизны линии, 
заданной в полярных координатах. 


Определить радиусы кривизны кривых, заданных 
в полярных координатах (параметры положительны): 

1605. Спирали Архимеда г = аф. 

1606. Логарифмической спирали г == ае"®, 

1607. Кардиоиды г =а (1 -+ с0$ $). 

1608. Лемнискаты г? = а* 0$ 2ф. 

1609. На кривой у = шох найти точку, кривизна 
в которой наибольшая. 

1610. Максимальная кривизна кубической параболы 


вы Ня 
у = р (О<х<- о, Ё>0) равна т Найти 


точку х, в которой достигается эта максимальная кри- 
визна. 


Составить уравнения: 
1611. Эволюты параболы у? == 2рх. 


х2 2 
1612. Эволюты эллипса — + Е =]. 
а 


1613. Эволюты астронды х?3-- у? = а*8. 


1614. Эволюты трактрисы 


х=а п И я 
у 


1615. Эволюты логарифмической спирали г == ае"® , 
1616. Доказать, что эволюта циклоиды 


х=а(:—910, у=а(1 — ©0903 2 
есть также циклоида, отличающаяся от данной только 
положением, 
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$ 15. Приближенное решение уравнений 


1°. Правило пропорциональных частей 
й ет д хорд). Если функция [ (х) непрерывна на сегменте 
а, и 
Кар) < 0, 
причем [^ (х) 5-0 при а<х< Ь, то уравнение 
о) =0 (1) 


имеет один и только один действительный корень Ё в промежутке 
(а, 5). За первое приближение этого корня можно принять зна- 
чение 


ж =а--65:, 
где 
1) 
бе (6 а. 
ЕТ о В 


Применяя далее этот способ к тому из промежутков (а, х\) 
или (х:, 6), на концах которого функция { (х) равнозначна, 
получим второе приближение х, корня Ё и т. д. Для оценки 
п-го приближения х„ справедлива формула 


< ПУЛ : (2) 
т 
где т = Ш |{ (х)|, причем 
в<х<Ь 
Им хи =Ё, 
йо 


2. Правило Ньютона (метод касатель* 
ных). Если’[” (х) 52 0 на сегменте [а, 5} и [ (а) Ё’ (а) > 0, 
то за первое приближение Ё‚ корня & уравнения (1) можно при- 
нять значение 


Повторяя этот прием, получаем быстро сходящиеся к ‘корню 
Ё последовательные приближения Ё„ (п=1, 2,...), точность 
которых оценивается, например, по формуле (2). 

Для грубой ориентировки полезно нарисовать набросок 
графика функции и == | (х). 

Пользуясь методом пропорциональных частей, опре- 
делить с точностью до 0,001 корни следующих уравнений: 


1617. 2 —6х--2=0. 1618. м —х—1=0. 
1619. х—0,1 5пх=2. 1620. созх =, 


Пользуясь методом Ньютона, определить с указан- 
ной точностью корни следующих уравнений: 


$ 15. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ т 
1621. 2 = 10х (с точностью до 1073). 
Хх 


1622. х]ех=1 (с точностью до 107%). 

1623. с0$ х-сН х == 1 (с точностью до 1073) (для по- 
ложительного корня). 

1624. хех = 0 (с точностью до 107). 

1625. хШх = 1 (с точностью до 107%). 

1626. С точностью до 0,001 найти три первых поло- 
жительных корня уравнения {6х = х. 

1627. С точностью до 1073 найти два положительных 


корня уравнения сх = =— : 
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8 1. Простейшие неопределенные интегралы 


1°. Понятие неопредзленнорРо яинтер- 
рала. Если я #(х) определена и Ра на про- 
межутке (а, 5) и Р (х) — ее первообразная, т. е. Ё** (х) === } (х) 
при а < х—<Ь, то 


Гоа Е С, азязь 
гае С — произвольная постоянная. 
сновные свойства неопределенного 
интеграла: 
а) | а = Гая 6 [0 =Фо)+ < 
в) [Г АЁ(х) 4х = А |) 4х (А == соп5; А5%0): 
9 ИЕ ах = [Кук ах. 


3°. Таблица простейших интегралов: 


ха 
1. [хпах = чево 


п. р -шы+ с &з0. 
агсёе х-- С, 
тизыеко 


1х 
с. 
1 — хз 2 «|1 


у. = ах атс х- С, 
= 


в 


Ш. 


1 
ах 


ТУ. Е |1 


ее — агссоз х-- С. 


м“ 


+1 


\1. = Ш [2-8 Г|-- С. 


Уп. атак = С (@>0, вет); [сх же С. 
па 


УШ. Гл х ах = — со х- С, 1Х. [ соз х 4х == тах С. 
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х. | ты = — сх - С. 
$112 х 


ха. | и ЕыУо, 
‚ с053х 
хи. [зв хахаевх- С. = ХИ. [ вла = Вх С. 


хм. Ее 
$63 х 


ХУ. { ы 
сх 


4°. Основные методы интегрирования. 
а) Метод введения нового аргумента. Если 


Покер ОЫ С, 


= х- С. 


Гм = РЫ) + С, 


где и=ф (х) — непрерывно дифференцируемая функция, 
6) Метод разложения. Если 


го =НОЯ-ЬО,) 


По = [нач ГП, ах. 


а) Метод подстановки. Если { (х) — непрерывна, то, по 
лагая 


х=Ф(0, 
где ф (#} непрерывна вместе со своей производной Ф’ (1), получам 


По = Лоо а. 
г) Метод интегрирования по частям. Если и и и — неко- 
торые дифференцируемые функции от х, то 


[шас = шо — [оаи. 


Применяя таблицу простейших интегралов, найти 
следующие интегралы: 


1628. |(3— 4х. 1629. [26 —х)*ах. 
1630. [(1—х)(1—2х) (1 — 3х) ах. 


1631. (===) ах. 


1632. +) 1633, - 


х 
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3 
1634. (и ах 
) Ух 

1635. а. ах. 

хух 
1636. (1 —) АИ хх ах. 
1637. - ( У2х — гие ах. 


1638. ЕЕ и 4х. — 1639. уни" 
1-х 
1640. | и" сов [ЕН 
—х 
т — 
1642. а Е ыыйь ДПИ 
мг» 
1643. Г ак 
/м—1 


1644. [(2* 3%) ах. 


1645. а 1646. | = т ак. 


1647. Га + яп х--с0$ х) ах. 

1648. [^/1— мп 9х 4х (0 <х<л). 

1649. [с хах. 1650. [ее хах. 

1651. [(азпх-- св х) 4х. — 1652. [48 хах. 

1653. | сих 4х. 

1654. Доказать, что если {| (хуах = Е(х + С, то 
ПГахож= —— Ра +9+С 4@+9. 

Найти интегралы: 

1655. { Е =. 1656. [@х— Зах. 


1657. (Ут Зи. 
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1658, т 


^/2— 5х 
ах 
об 
| 2) 

5 
1660 | ль ах. 
пов, их. 1062. 
1663. Е. 

2 — 3х3 
1664. а 

3—2 


#665. (ее ах. — 1666. [стбх— 0 ба) 4х. 
1667. | —__ ® 
за (2+ .) 


1668. ег. 1669. ——_. 
1- созх Е— с034 


1670. г. 
1-- ятх 


1671. [[5В (2х-- - св (2*— ах. 
и, Ч: 1008. | и 


сна зв >. 
2 


Путем надлежащего преобразования подынтерраль» 
ного выражения найти следующие интегралы: 


1674. ЕЕ . 


1 
1675. (мУТЕ» ах. 
1676. (4 _. 1677, [ Е 
а . (1-29 * 


1678. -=“.. 1679. | —“ 
4 ж№—2 


176 ОТДЕЛ ИТ. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


1680. Ее ь 


а-я Их 
Указание, с == 24(^/х). 
А/х 
1681. | зп ВА» 
х ха 
1682. =. 
хИю-! 
1683 ся 1684. (—“ _ 
хе Ш—1 \ 1) 
1685. я 1686. ый 
— 1? (88 -- 27)" 
1687. ее. 1688. =. 
Ах -+ я} 4/= 1-я) 
па г*ах 
1689. [хе-*ах. 1690. а 
1691. и 
е-ех 
1692. я. 
. 


1 { хпх т (п х) ° 


| а 0$ х4х. 
их 
а А/созз х х 
1697. [4+ихах. 1698. [сш хах. 
= этх _ п х-р с08х — со х 4х 


Утя— сх 
__ хех 


1700. 
Увнтяфысоях зп х- 52 с05 х 
1700.1. | — п д, 1100.2, Ц, 


0$ 2х с0$ с08 2х 


1700.3. ( а ее 
св 2х 
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#701. = Е 

О ху сих 
1702, Е 1703. 1 


$108 х- 2 с03% х тх ° 


та. | “17105. ==. тов. 
0$ х 5х 


1707. ( — 11% 0, 1708, ( ЕЕ 
Аз х-- с“ х 


1710. т" 
(агсёфл х) ^/1 —* 


ии. ( ЕЛЕНЫ 4х. 
1+ < 


1712. (1 4х. 


Указание. (1+5)«-=4(+--). 


т1з, ах 114. т 
я се 1 
1715. ("7 _ 

фи + 


1 1-х 
1716. | — ум ах. 


1—х 
1717 г с0$ хах 
\ №2 соз 2х 


1718. ит 4% 1719. и. 
Ух -{ со х 9* 


1720. | ЕЕ РН 
Ат + и 
Применяя метод разложения, вычислить интегралы: 
1721. [х3 (2 — 3х2)1 4х. 1721.1. [х 1—8 4х. 
1722. | НЕ. 1123, | = Ц. 
1-х 1+ х 
12-25% 
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1724. Е 4. 15. (97 “+ д, 
1-2 
1726. Ты а ах. 17297. ры 


— ху 


1728. ы 
х-- 1 


И НЕнН 
\ А х-- 1+ Мх—1 
#730. [х^/2—5х ах. 


Указание. = 5+. 


1731. р 
у! -— 3х 


1732. [зУТа ах. 
1733. ее. 
о 
Указание = +9 6-1 


х 
О ГЕТЕ 


1736. тт 
9—2) (9+3) 


1737. (аеты: 1738, ео 
(&-2 (3) яз -2 


ах 
1139. | розооя @% 8. 
{ ЕЕ ея З 2 
740. арены И. 


3741. [зн х ах. 
1742. |созхах. — 1743. [зт хэш (х-- о) 4х. 
1744. [зп Зх- зп 5х ах. 


1745. \ 60$ -*_.с0$ -^— ах, 
2 3 


#746. | т (2=— =) соз (в рт >) ах. 


$ 1. ПРОСТЕЙШИВ НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 179 
1747; [зшзхах. — 1748. [ с05? хах. 

1749. [зп хах. — 1750. [ со5* х ах. 

1751. [се хах. — 1752. [463 хах. 

1753. [зш®Зх 3 2х 4х. — 1754. | я 


Указание, 1 == $113х -- соззх. 


1755. [ег 1756. т 
51 хХ.С05 Х $11 хс053х 
1757, [ 05° к. 1758. [ и 
п х <05% х 


1759. о. 1760, а 


7761. [13 хах. 
1762. {сна хах. — 1763. [зи хзн 2х ах, 


1764. [с х-сН Зх 4х. 1765. | — 


зах ев х ° 


Применяя подходящие подстановки, найти следую- 
щие интегралы: 


1766. [3 УТх ах. 
1767. [хз (1—5) дх, 
#768. ( — а. 1100. | Ее 
2 —х ^/ 1— ж 
1770. [х°(2— 5х3 ах. АТИ. [09° х-^/Зх 4х. 
1772 п хс05% х ах 1773 \ п х ах 
. | 1 - со х. у ь с05 - 


8х 
1774. т 


ах. 


1775. = 
ру 
1776. ( ПРЕ. 
^/1-- = 
1777. ( агс4е м х ах 
^(х 1-х“ 
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Применяя тригонометрические подстановки х = 
= азтх=ав х=аз п ит. п., найти следую- 
щие интегралы (параметры положительны): 


и | “__. 1779. № 


(1— °)® #2 
1780. Г^/1— ха ах. 
а 
(+) 
1782. л/а ах. — 1783. (. *_ (у, 


2а —а 
1784. И 
Миа) 6—») 


Указание. Применить подстановку х— а == (5 — а) $11? 


1785. Г^/(—а) 6 —» ах. 

Применяя гиперболические подстановки х == а $1 & 
х = аснНЁи т. п., найти следующие интегралы (пара- 
метры положительны): 


1786. [^/@-х ах, 


уе а 


а? -|- хз 


1788. (А/==е ах. 
х--а 


1789. тт 


М + а) («+9 
1790. (ха) ах. 


Указание. Положить х -|- д == (6—а) $12. 


Применяя метод интегрирования по частям, найти 
следующие интегралы: 


1791. Ппхах. 1792, [хо шхах (152 —1). 
1783. (=) ах. 1794. [Их шзхах. 


1795. [хе-*ах. — 1796. | зе-х ах, 
1797. [2е-"ах. — 1798. [хсоз х 4х, 


ИИ 
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1799. [3 п2хах. 1800. [хи хах. 
1801. ГхэснЗхах. — 1802. [агсйа хах. 
1803. [Гагс®т хах. — 1804. [ хагс#а хах. 
1805. [х3 агссоз хах. 1806. | аля ах. 


1807. [шп (х-- 1) ах. 


1808. | м ах, 
1—х 


1809. Гас ^/х 4х. — 1810. [эт ха (45 х) 4х. 


Найти интегралы: 
1811. [2е"ах. 1812, [(агсуш х)в ах. 
1813. [х(агсёа х)з ах. 
1814. и 
1-х 


#815. \ хп (х- м) |, 
ЕЕ 1х 


1816. | фа 181. ГИР 
1-Е жж (а* -- хз) 

1818. [ум ах. 1819. [л/а ах. 

1820. [2 /а-- я ах. — 1821. [ хзий хах, 


1822. [е\тах. 1823. [хэш И ах. 


аг-Шл 
1824. т 
+ 
1895. я @е 1826. Гат (пл) 4х, 


1827. } соз (пх)ах. 1828, | ея соз фхах. 

1829. | е2= чп бхах. — 1830. [ е2* зп? хах, 

1831. |(е* —с0$ х)* ах. 

1832 \ ПОЗОР 1833. и 64) д; 
® г ах. 


5х 
18а. 2“ 1835. | 
со5х 


т 


184 


Нахождение следующая интегралов основано на приведе 


квадратного трех 


лена к каноническому виду и примене 
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ний формул: 


ах 1 х 
Г. я-а + (а 5-0). 
а _ 1 ах 
п у +С @*9. 
х ах 1 
т | = Ане 
ГУ. ее. (@>0): 
А/а— г 
м. (лы Ия |+С @>9.. 
х3 + а? 


Ут. = += сС @>9. 


Аа + в 
УП. [уз—яа а 
4 акзт С (@>0). 
2 а 
Уши. Гуа = УЕ = 
вом |+ С ({аР>0). 


Найти интегралы: 
ах ах 
1836. { а 63-0. 183. и. 


х--2 
ах хах 
1838. \—————-. „——. 
ыы \ За — 2х—1 1 \ д — 28 —1 
1840. ты 1841 иг 
э-х--1 : ° 23 — 0х с08 а -- 1 ° 
ах х ах 
1842. \————-. ьЦ‘—_—_—_. 
842 \ и 1843 | и 
1844. Е 
35118 х — 8 п х 20$ д-- 5505 х 
1845. и. 
т х-- 2505 х+ 3 
1846. = 650. 
Аа -+ 5х 
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1847. ох. 1848. и 


2 —х-2 
1850. Доказать, что если 
у = ах? - 6х с (@а=0), 


ах | 
= п|-— + уу |+ при а>0 
Му и 
== 1 асзт — 9 —_+-С при а<0. 
Му М—а к 
1851. ее. 1852. а 
Ах — Меха 
1853. та 
1 — 38 — 24 
1853.1. м | 
АТ- $т. -[ 5038 х 
1854. | 2 
4—2 —1 
1855. | а. 
1—2 
1856 \ ыы 
хх 1 
1857. Слай 
ау -х—1 
1858. и -чи яя 
+0! 
1859. \ т. 
«—1 4/ 2—2 
1860. | — : 
(хам -- 2—5 


1861. ух ах. 1862. [ура ах. 
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1863. [4/28 —Тхах. 
1864. = ы 1865. т 


ХУ х— № Аа 


$ 2. Интегрирование рациональных функций 
Применяя метод неопределенных коэффициентов, 
найти следующие интегралы: 
1 ( 2-3 
2) ®©-2+5) 


1867. (еее: 
ХОСЕ С-З) 
1868. и. 1869. \ а. 


ах 2 Ба бх 
1870. я 4% 1871. и. 
1872. ии 
1873. (===) 4* 
1974. | тоник 
1875. Е 
1876. на 1877. ео 
ит. | тооытитв 
1979. ыы 
1899. | отоатЕЕР 
ат. |-кт. 1882. и. 
1883. \ ет —. 1884. = 


4х 
1885. ее 1888. т. 
4х 
—ы—ы—ы—ы—ы—. 
1882. | ая +а+я) 
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ах 
1 \ хи -х— 1 ° 


1889. и. 
ИЗ +1 


1890. При каком условии интеграл 
| ах -- хе а 
—— ах 
3(х— 1} 


представляет собой рациональную функцию? 


Применяя метод Остроградского, найти интегральи 


1891. и. 1892. т 
и 1 
ах жах 
1893, ее. 189. рае. 


1895. ее. 
аи 
1896 { Е иль. ВВ 
") @—- 104+ х-1} 


1897. ее. 
1 


Выделить алгебраическую часть следующих ивтег- 
ралов: 


1 ах 
1898. ах 18%, и. 


1900. | а 
ея и 


1901. Найти интеграл 


ах 
"АЕ 23 -- За -- 2-1 ° 


1902. При каком условии интеграл 


| сх? -- Вх -- т 
(ах -- 26х - с) 


представляет собой рациональную функцию? 
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Применяя различные приемы, найти следующие ин- 
тегралы: 


я ги 
1903. | к. М. 1“ 
195. | 2 1906. { к и. 
1 


®-3 
ы м—3 мах 
907. —— а. А ———. 
о бы Г 
1909. ны 1910. ие 
) #-3“--2 (хо 28-2) * 
п ах, 192. 
и ет 


1913. а 1914. т 
о 2) ° х (х\9-[ 1) 
1915. узо“ 
не 
1916. ити 
х (= — 5 Е 1) 
1917. и 
д -- ж-- 1 
1918. Ч 
2-8 -- ах 1 
1919. \ их к. 1920. | ЕД: 
| 1 
1921. Вывести рекуррентную формулу для вычис- 
ления интеграла 


4х 
1. \ оаыта" 0. 
Пользуясь этой формулой, вычислить 
ры \ о. 
(а --х- 13 


Указание. Использовать тождество 


4а (ах? -+ 6х - 6) == (2ах - 5)* - (4е—№'). 


1922. Применить подстановку {= ее для вы- 
числения интеграла 
ах 
хат (х-0)" 


(т и п — натуральные числа). 


$ 3 ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 17 
Пользуясь этой подстановкой, найти 


РИН. ЗАВ 
| (&— 2) (х-- 3) 
1923. Вычислить 
| Р п (х) ах, 


(х — а)" 
если Р, (х} есть многочлен степени п относительно х. 
Указание. Применить формулу Тейлора. 


1924. Пусть В (х) = В* (х*), где В* — рациональная 
функция. Какими особенностями обладает разложение 
функции А (х) на рациональные дроби? 

1925. Вычислить 


4х 
ее 


где п — целое положительное число. 


$ 3. Интегрирование некоторых 
иррациональных функций 


С помощью приведения подынтегральных функций 
к рациональным функциям найти следующие интегралы: 


1926. ета 
1-х 
ах 


1927. Ее 
х(1-24/; Ух) 

1928. (УЕ дк 
хуя 

1929. ЕЕ 
УГ 

#930. ет 
(УР их 


МЕ —=—Т 
а 
#932. а : 


УЕ 


1931. 
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хах 
Узы @>9. 
ах 
УС — а)" (х— 6)" 
ло). 
1935. Е. 
1х ++ 1+ 


##—1 \2 
Указание. Положить Х== р 
{7} 


1936. Доказать, что интеграл 
ГЕ, к—ар" (ках, 


(п—натуральное чис- 


гле Ю — рациональная функция и р, 49, п — целые 


числа, является элементарной функцией; если 
р+9= Ап, 
где Ё — целое число. 


Найти интегралы от простейших квадратичных ирра- 


циэнальностей: 
1937. ПЕРЕН: 


М хх 


4х 


(ХА х-1 | 
1939. НЯ ЕТ 
(1 — АЕ — да 


1940. | М2 р 
Хх 


1941. В 
Их 1-х — 


1 — хх? 
= 
Применяя формулу 
дк аб учА 


1938. \ 


1942. Ах: 


где у = ^/ах* - 6х с, Р, (х) — многочлен степени 


п, 
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0-1 (х) — многочлен степени п—Ги А — число, найти 
следующие интегралы: 


1943. ее“ 1944. =. 
А- 2х — 2 А 

1945. [24 ^/а— 2 ах, 

1946. № 


Их -- 4х--3 


1947. т 1948. Е 
хз хе -- | мм —1 

1949. Ш 
(кА 


ГРЕНЕВАЫ. ЕО 
«18/2 
1951. При каком условии интеграл 
ах -- ых с Е 


Мах -Ньх-с 


представляет собой алгебраическую функцию? 


Найти 4% где у = ^/ах? - Бх--с,  раз- 


1950. 


лагая рациональную функцию =. на простейшие 
дроби. 
1952. Питт те 
«— 104/12 — № 
НЕЕ АА 
(х? — 14А/—х— 1 
1954. \ ИТ д 
(х- 0? 
1955. | ий. 
(1+9 4/1+ 2-я 
1956. \ ВЕ. ПРЕ 
(2 — 35-2) 4/ а — 4543 
1957. | = . 
О 
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1958. т ий 
уу —1 

:959. т 
(— 9/1 


1960. \ аа пи. 


Приводя квадратные трехчлены к каноническому 
виду, вычислить следующие интегралы: 

1961. ( И НЕЕ ЕЕ НЕЕ 
(НЕА -—1 

1962. ( ВЕ: ЗОН 
(4 — 2-49) 2-2 — м 

1963. ( («4х | 
ЕН МЕ 

1964. С помощью дробно-линейной подстановки х = 


-&- 8 вычислить интеграл 
Е 


ах 


( (ЖЕРОМ -х-1 ° 
1965. Найти 


ах 
| 24-5 


Применяя подстановки Эйлера 

1) маяк -Ес = = 4/ах + г.если а>0; 
2) Мая -Ебх-Ес = ха 5 д/с, если с>0; 
3) Ма@—*)(@&—) =2(«—м), 


найти следующие интегралы: 
4х 
1966. \ —— ``. 
( х-- \ х--х-|- 1 
ах 


1+4/1-х-—я у 
1968. | х^/м— 25-2 4х. 


1967. ( 
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1969 ( х— и -Е 3х5 р 
хе Уя- 3-2 
ах 


[14+ Мая 


Применяя различные методы, найти следующие ин- 
тегралы: 


1970. | 


1971. Й 
Ме-1 — 4х 
1972. и РЕ Е 
и-юу-= 
1973. ет | 
Е 
шт. ( цу, 
1х Уха 
нтв, И д, 
Ух + МЕТ 
196, Е ее ОЕ! 
р а-1 
1977. та Е Е 
Аа 
1978. те . 
тт 
1979. (О _, 
\ ха | 


1980. Доказать, что нахождение интеграла 


[В (х, Мах-ь, уха) ах, 
где К — рациональная функция, сводится к интегриро- 
ванию рациональной функции. 


Интеграл от дифференциального бинома 
7 хт (а-- ох"Р ах, 


где т, ви р — рациональные числа, может быть приведен к ин- 
тегрированию рациональных функций лишь в следующих трех 
случаях (теорема Чебышева): 

Случай 1. Пусть р — целое. Полагаем х == 2^, где 
№ — общий знаменатель дробей т и п. 
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тт 
Случай. 2. Пусть + 


— целое, Полагаем а -|- Вх” == 
== 2№, где М — знаменатель дроба р. 

Случай 3. Пусть А — целое, Применяем под“ 
становку ах-” -- $ == г, где М — знаменатель дроби р. 

Если п == 1, то эти случан эквивалентны следующим; 

1) р — целое; 2) т — целое; 3) т -- р — целое, 

Найти следующие интегралы: 


1981. (4/2 ах. 


1982. > — 4х 
(+7) 
нь Е 
\УМ1-+Ууя 
ах у 


них. 
Ут а 
ах 


1986. | - | 
У я 

1987. к 
х714 м 

1988. =_=. 
"} ЕВ 


1989. ГИУЗх— я 4 


1990. В каких случаях интеграл 
АТ” ах, 


где т — рациональное число, представляет собой эле- 
ментарную функцию? 


$ 4. Интегрирование тригонометрических функций 


Интегралы вида [| ип”х со" х 4х, где т и п — целые 
числа, вычнсляются с помощью искусственных преобразований 
мл применением формул понижения, 
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Найти интегралы: 
1991. [с0$° хх. — 1992. [11° хах. 
1993. [со’хах. 1994. | уп? хсозй хх. 
1995. [5х с05з хах. — 1996, [3113 х со? жах. 
1997. та, 1998. ( м. 
с05% х х 


$1103 


1999. ут 2000. ат. 
х 6053 


пз 
2001. ( —_. 2002. т 
51104 х 605% х 5103 х С05% Х 
2003. | А, 
$ х с054 Х 


а И 2005. | сЁ5° хах, 
2006. 


зи х_ х 
сов х. х 


2008: (— зоо. | СИЕ 


с0$ х Ух 4х 


2007. ее | 
А/зшз х соз3 х = х с05% х 


2010. ре : 
Ух 4х 
2011. Вывести формулы понижения для интегралов: 
а) „= [зп” хах; 6) К„= [с05" хах (п>?) 
и в- помощью их вычислить 
{506 хах и |с058 х ах. 
2012. Вывести формулы понижения для интегралов 
ии; 9 К, ых (и>2 
и в помощью их вычислить 
4х ах 
—_и $ 
| $118 х | с057 х 
Следующие интегралы вычисляются с помощью применения 
формул: 
Е пап В == - [05 (© — В) — с0$ (а - В)], 


13-2383 
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11. 0$ © с0$ В = и {с0$ (< — В) — с0$ (а- В)]. 


Ш. &п а с0$ В = тт (&«— В -- 11 (а В). 
Найти интегралы: 


2013. [5116хс0з х4х. 2014. [ с0$ хс0$ 2х с0$ Зх 4х. 
2015. \ УП хзт = п — ах. 


2016. [т хз (х--а) яп («-- Вах. 
2017. {с05* ахсо5? бхах. 2018. [$13 2х.с03* Зх 4х. 


Следующие интегралы вычисляются путем применения тож» 
деств: 


811 (© — В) == [(*-- о) — («+ В)] 
н 


с0$ (© — В) =в соз [(х -- а) — (х - В), 
Найти т 


2019. 


АЕ $11 (х-- °, $1 (+ ь ° 
2020. ороники 
п (Хх о. с0$ (х -- 5 ° 
2021. \ —_—_и 
©0$ (х- — с0$ (х -- 5) ` 
2022. | а 2058: \ ок 
5пх— по с0$ х-- соза 
2024. [Чех (ха) ах. 
Интегралы вида 
ТЕ ($11 м, с0$ х) 4х, 
где Ю — рациональная функция, в общем случае приводятся 
к интегрированию рациональных функций с помощью подста“ 
новки — = {. 


а) Если выполнено равенство 


Ю (—- пох, со$ х) == — В ($шх, с0$ х) 
вли 


В (9Чтх, — с0з д) == — В (3х, со Хх), 


то выгодно применять подстановку с0$ х = или соответственно 
$тх = Ё 


6) Если выполнено равенство 
Е (— зшх, — с0$ х) аа В (Зшх, созх), 
чо полезно применять подстановку {= х = & 
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Найти интегралы: 


2055. { -- 


25тх — с05х--5 й 


2026. их. 
(2 - соз х) их 


2027. 4% 2028. | Ге 
Зпх- 2 с05х 1-- 505 х 
а) 0<=<1; 6) =>1. 
2029. ет 2030. р 
1- $ ах -- 6? 09 х 
с05? хах 
то (аи х-- 6 052 ха * 


Ут х 0$ Х 


яп х- с0$х 
ах 


(аятх-- 6 с0$ х)? . 
зтхах 


—9 $103 х-- 053 х 


имения 

2035. \ ах 
) 
т 


2032. 


2033 ® 


Е. ЕВЕ 
$ х-- 05% х 
$11? х с05 х 


2036. 
3118 х- с058х 
2037 ЗН х — 605% х ах 2038 З1т Хх 608 Х 4х 
у ый: у | \ 1-- Я х 
2039. . 2040. тет | 
$118 х г с0$8 х (511 х-{ 26053 х)? 
ах 
2041. Найти интеграл | ее" приведя 


знаменатель к логарифмическому виду. 
2042. Доказать, что 


ня ия Ах-+- Виазтх + 6 оз х| + С, 
азпх-- 6505 х 
где ДА, В, С — постоянные, 


Указание. Положить 
а1591 х -- Ь,соз х = А (ачпл -| 6 со$ х) -| В (а с0$ х— В зшх), 
где А и В — постоянные. 

Найти интегралы: 


2043. я. ах. 2043.1. ее ах 


зп х-- 2 с0зх пох — 3 с0$ х 
13* 
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2044. екх. 2445. батя В, с05х 4х 
+5 щх (а1 п х-- 6 00$ х)8 


2046. Доказать, что 
и 4х = Ах+ В ш|азтх- 
ампх-- 660$ х--с 
4х 
| , 
ы созх-+е1+С | азтх- 6 со х--с 


где А, В, С — некоторые постоянные коэффициенты. 
Найти интегралы: 
2047 ть ах 
*) зпх— 2 со хз 
2048. ( ре В Е -Й 
^/2 -+ яп х-{ с0$ х 
2049 | 2япх-- 03 х ах 


Зяпх-{ 4 с05х— 2 
2050. Доказать, что 
\ В ЕО х-{ с1 с052 х ах — Аз х+ 
азпх-- 605 х 
ах 
В созх сх 
г т азшх-- 6 с0зх ' 


где А, В, С — постоянные коэффициенты. 
Найти интегралы: 
1% х — Н $ 
2051. ( Уп х чи х с0$ х-- 3с058 х ах. 
т х- с05 х 
73 ух — < 2 
2052. ( зп х а х-- 2052 х и: 
япх- 2505 х 
2053. Доказать, что если (а—с)? -- 5152 0, то 
ап х-- 61 с05х 
231118 х-- 26 5 х 0$ х-- сс058 х 


== 


ви -+№ Киз + № 
где А, В — неопределенные коэффициенты, А:, А. — 
корни уравнения 


а—А Г. 
ь га = 0 (№ =2А.), 


| 
а—-м 


ш = (а—^А)зтх-Ьсо5х и и = (= 2). 
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Найти интегралы: 

2054. ( 25тх— с0$ х 
З 112 х -| 4 со х 

2055. ( (п СЗ с0$ х) 4х | 
2х — 4511 хс0$ х-- 5 с05 х 


2056. зтх — 2505 Хх т 


1-45 хс05 х 
2057. Доказать, что 


Ее. Еее 
\ (аялх-{ В со5 х)" =. 
Азпх- В с0зх ах 
(ат х-+ 6 0$ х)"-1 | (азтх-|- 6 со$ х)"-® ь 


где А, В, С — неопределенные коэффициенты, 
2058. Найти (-—® 
(чтх-Ё 2605 х) 
2059. Доказать, что 
Азпх 


ВА ЕЕ. 11 а 
{ (а-- ь соз х)? {а-- Ьсоз х)"-* 
ах ах 
+8 (а-- 5 соз х)1-\ +с] (а-- 6 соз х)"-* (а 15 ь 


и определить коэффициенты А, В и С, если п — нату* 
ральное число, большее единицы, 


Найти интегралы: 


2060 | т х ах 
сз х 1-х 
2061, ( ЕЕ 
с052 х 4/1 х 
2062 т хах 
| \2-- зщ 2х 


ах 
2063, ет 0<г<1. 


= с0$ х)3 
60571 о 


2064, |? ах 


пи ри 
2 
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х-+а 
Рая 
Указание, Положить р. 


2065. Вывести формулу понижения для интеграла 


‚о ха п. 


Вы НИ НЕЕ 
п ха. 
2 
(п — натуральное число). 


$ 5. Интегрирование различных 
трансцендентных функций 


2066. Доказать, что если Р (х) — многочлен сте- 
пени п, то 


ГР ехах= 
-=[-- +... +(- 1-9. Р” (х) +5. 
а а 


71 


2067. Доказать, что если Р (5х) — многочлен  сте- 
лени п, то 


{ Р (%) созахах= 
—_ пах. пах _Р” (®)_ РУ (х) _ 
[рии ... |+ 
сов ах Гр _Р" <), РУ@® __ 
а, аз [2 ®— а? а а +9 


и 
ТР (хузтахах = 


— 9х. [Р9-— 2 ®. зе п... + 
аах р р” _Р" @®_ РУ (х)___ 
ро... +6. 


Найти интегралы: 
2068. [ хзезах. 2069. | (2 —2х--2) е*ах. 
2070. {х п бхах. 2071. | (1-х)? с0$ хх. 
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2072. [ хе-= ах. 

2073. не" 

2074. [ех соз? 6х 4х. — 2075. [еа* зпз х ах. 

2076. | хех чпхах. — 2077. [| 2е* соз х ах. 

2078. [ хех з? хах. 2079. [ (х— т хз ах. 

2080. | с05* /х Ах. 


2081. Доказать, что если Ю — рациональная функция 
и числа а, а.,..., а» соизмеримы, то интеграл 


(в (27, ем... , е"*) ах 


есть элементарная функция. 
Найти следующие интегралы: 


2082. а 2083. { РДК 
(1-Е г)? 1-е 
2084. (*“ 
РЕ? 
2685. 


1+ т. г пей б° 


2086. я +” ах. 2087. № в 


(1 =} = —1 


АЕ ыы 


2089. [Иа --4е— ТГ ах. 
2090. \ . 


Ат = += 
2091. Доказать, что интеграл 
[Е фе“ ах, 
где Ю — рациональная функция, знаменатель которой 


имеет лишь действительные корни, выражается через 
элементарные функции и трансцендентную функцию 


[внес 


2088. 


ГДЗ 
ах 
пх 


Нх= 
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2092. В каком случае интеграл 
( Р (--) е* 4х, 
х 
1 
где Р(--) “++ ее + И д, а, ° * а, — 
постоянны, представляет собой элементарную функцию? 


Найти интегралы: 
2003. ( (1-2) и 2094. | (1-е 


2095, 4% 2096. | — ах 
3 — 3х --2 (х- 1) 


2097. | ах. 


ах 
«— 2) 

Найти интегралы, содержащие функции ш ©), 
агсёе | (х), агсут } (х), агссоз } (х), где { (х) — алгебраи- 
ческая функция: 


2098. Пп"хах (п—натуральное число). 
2099. (2 пзх4х. — 2100. (= пах ах. 


2101, №. е- ад (х + Бе . 


2102. [113 (х-- ТЕ) ах. 
2103. Гп(Л—я +) ах. 


шШх 
2104. а 4х. 2105. { х ага («- 1) ах. 


2106. Г^/х асы л/х ах. 2107. [| хагсяш (1—х) ах. 
2108. [агст ^/х 4х. 2109. {хаос — ах. 


орт | 


2110. асыя 2 2 ах. 


&гсс05 х х агссо$ х 
2111. их а, 2112. ие 
2113. {| хагсёа хп (1 д) ах. 
2114. Е 4, 2115. ( пе), 
1-х (а -- зл 
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Найти интегралы, содержащие гиперболические функ- 
ции: 


2116. [582 хсна хх. 2117. [св хах. 
2118. [368 хах. 2119. | за х5В2х 5й Зх ах. 
2120. [4нхах. 2121. [сз хах. 2122. | ЛЬ х ах, 


2123. т 
В х-- сх 


2123.1. И ры, 
$03 х — 456 хенх -- 9евах 


2123.2. м 2123.3. а 
0,1 свх З$н х—Аснх 


2124. [зпахзтбхах. 2125. [зНахсоз 6х 4х. 
$6. Разные примеры на интегрирование функций 
Найти а 

2126. { 


а 2127. а 
хе (1 й х*) {1 — хз 
4х 


2128. ЕР р 2199, —. 
Га МЕ УЕ 
а /__ 2131. т 4%, 
2130. [- ^/ = ах. вт я 


2132. а 
Ре” 


и ее а 
У их? (1— х) 
2135. Е . 2136. ее. 
ЕО хи —1 
2137, ты Е, 
мт 
2138. (+94 0139, а Е, 
хм (+ < 


2140. [(2х-{-3) агссоз (2х—3) 4х. 
2141. [хп (4-х) ах. 


202 ОТДЕЛ 11. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ. ИНТЕГРАЛ 
2142 | агсу1п х р 1х 4х 


я \М1— 
2143. ЕР. к. 
мт я 


2144. (х ры Ры ах. 
2145. = а: 
1—2 т 


2146. [рае 2147. 4 
(2- ял х)з $118 х-- с058 х 
ах 


2148. те 
яп хи 605 х 


2149. а агс{е х ах. 
1 


хз 


2150, а 1 


2—1 
2151. ах 
(и 
2152. вы 2153. = 
1+2 ^/ 1 -+ соз* х 
2154. С хз агссо$ х т 
М1 —х 
2155. (ая (2156, и. 
1+ а 
2157. ЕН). м) (,. 
{1 — х2) 
2158. | ^/1—х? агсяп хах. 
2159. [х(1--х*) агссйя хх. — 2160. [ х* (1 шх) 4х. 
2161. ак, 2162. ет 
ех 


ех (1-- ^) 
2163. |что 
ее 


2164. ГоЛех Е Гах. 2165. ее тя еах 


1- с0$ х й 
2166. [| х|4х. 2167. [х|х|4х. 2168. [(х--[х ах, 


2169. Г 1-х|—11—х\} 4х. 
2170. [е-мах. 2171. [тах (1, 2) ах. 


ый. | 
х-+! 
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2172. {Ф (х) 4х, где ф (х) — расстояние числа х до 
ближайшего целого числа. 
2173. [| [х] |5 лх| ах (х > 0. 
1—2 при |х|<Ё 
2174. Гоа, где м1 пе БЫ 
1, если —с<х< 0 
х--1, если 0О<х<! 


2175. [1 (х)ах, где (= 
2х, если 1<х<-, 


2176. Найти {хр (х) ах. 
2177. Найти | [ (2х) ах. 


2178. Найти [(х), если Ё = (>90. 


2179. Найти | 4х), если | ($11? х) = с0$? х. 
2180. Найти | (х), если 
1 при 0<х<1 
у те 
/ (я |, при 1<х<- < 
и {| (0) =0. 
2180. 1. Пусть { (х) — монотонная непрерывная фуню> 
ция и {1 (х) — ее обратная функция. 
Доказать, что если 
УР) ах =Е® +С, 
то 
ока — 1) С. 


Рассмотреть примеры: а) {(х) = х" (п > 0) 
6) } (<) =е*; в) } (х) = агсят х; г) [(х) = АМЬ х, 


ОТДЕЛ № 
ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


8 1. Определенный интеграл как предел суммы 


1, Интеграл в смысле Римана. Если функ- 
ция | (х) определена на [а, 6] иа = << х. <... “хи = 
=, то интегралом функции [ (х) на сегменте (а, $] называется 
число 


| п 
7 Ка = ит ны р (Е) Ахь (1) 


ге ха «мн и 4% == ха —1. 
Для существования предела (1) необходимо и достаточно, 
чтобы нижняя интегральная сумма 


п—! 
$ = АМ 
= 


и верхняя интегральная сумма 
в— 


$ = >. М:Ах:, 
120 


где 


т = т Гоа М, =  змр [Ё®), 
ыы КАК 1 


имели общий предел при тах] Ах; | — 0. 
Функции { (х), для которых предел в правой части равенства 
{!) существует, называются интегрируемыми (собственно) на 
соответствующем промежутке. В частности, а) непрерывная 
функция; 6) ограниченная функция, имеющая конечное число 
точек разрыва; в) ограниченная монотонная функция, — инте- 
граруемы на любом конечном сегменте. Если функция { (х) не 
а на сегменте [а, 5], то она собственно неинтегрируема 
на [а, 61. 
2°. Условие интегрируемости. Необходи- 
мым и достаточным условием интегрируемости на данном сег» 
менте [а, 6] функции [ (х) является выполнение равенства 
п 
нт У ох 0, 
юшах| Ах; |-+0 {0 
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гдее ®;= Мг—т; — колебание функции }(х) на сегменте 
Хь ЖЕ. 
2181. Найти интегральную сумму $, для функции 
Ех) = 1х 


на сегменте [— 1, 4], разбивая его на п равных проме- 
жутков и выбирая значения аргумента & ( = 0,1,... 
..., |) в серединах этих промежутков. 

2182. Для данных функций [ (х) найти нижнюю 5» 
и верхнюю :$„ интегральные суммы на соответствующих 
сегментах, деля их на п равных частей, если 

а) {(х) =  [—-2<х<3}| 


6 = Ю<х< Ц; 


в) | (х) = % [0<х=< 10]. 

2183. Найти нижнюю интегральную сумму для 
функции | (х) = х на сегменте [1, 2], разбивая этот 
сегмент на п частей, длины которых образуют геомет- 
рическую прогрессию. Чему равен предел этой суммы 
при п -— оо? 

2184. Исходя из определения интеграла, найти 


Т 
[ ф-+04, 
где % Н & — ПОСТОЯННЫ. 


Вычислить определенные интегралы, рассматривая их 
как пределы соответствующих интегральных сумм и 
производя разбиение промежутка интеграции надлежа- 
щим образом: 


2 : п . 
2185. Л 4%. 2186. [а*ах (а>0). 2187. | Мпхах. 
х |: 
2188. [соз 4. 2189, 6 ©<а<5. 
0 


Указание. Положить & = /хини (=0,1..., п), 


[2 
2190. [хтах (0<а<в т=р—1. 


Указание. Выбрать точки деления так, чтобы их 
абсциссы х; образовывали геометрическую прогрессию. 
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ь 
2191. |“ (0<а<5.. 
в 
2192. Вычислить интеграл Пуассона 


я 
[п (1—2 с0$ х -| а*) 4х 


при: а) || < 1; 6) [%] >> 1. 
Указание, Воспользоваться разложением многочлена 
а1"—| на квадратичные множители. 
2193. Пусть функции [(х) и Фф (х) непрерывны на 
[а, 5]. Доказать, что 
п 


т У дева Ам = еда, 


тах |Ах; |->01=5 


где хз Зжь, м < 9 мы (=0, |1)... Па 
== Жая —Ж (% = а, и = В). 
2193.1. Пусть } (х) ограничена и монотонна на [0, 1]. 
Доказать, что 


[ое 2(=)-2() 


2193.2. Пусть функция { (х) ограничена и выпукла 
сверху (см. 1312) на сегменте [а, 5] 
Доказать, что 


5 
ООО < По «6 —а(^). 
2193.3. Пусть [(х) С С® И, + м и [() >20, 


Р&> о, [: @ <0прих С 1, 
Доказать, что 


Хне---на+ +00) 


прн п -— ©. 
2193.4. т ЕО) 6 С Ша, а 


ис ра ое =“). 
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Найти Ит лА,. 
а) 
2194. Показать, что разрывная функция 
Ё(х) = зп (=) 
х 
интегрируема на промежутке [0, 1}. 
2195. Показать, что функция Римана 
й если х иррационально; 
Хх} = 
$( 1/п, если х== мл, 


ге тип (п >!) — взаимно простые целые чиола, 
интегрируема на любом конечном промежутке, 
2196. Показать, что функция 


Ко=---—[--], если х20 
х х 
и [ (0) =0, интегрируема на сегменте [0, 1]. 
2197. Доказать, что функция Дирихле 
0, если х иррационально; 
х(9= 1. если х 
Е рационально, 
не интегрируема на любом промежутке. 
2198. Пусть функция } (х) интегрируема на [а, $] 
[и (х) =зир[(х) при ж < х< Я, 
где 


я=а-+-— 6—0) (=0,1,..., т п=Ь о...) 


[2 5 
Доказать, что Ши (Ё (д ах= [ах 


2199. Доказать, что если функция } (х) интегрируема 
на [а, 5], то существует последовательность непрерыве 
ных функций ф, (х) (п=Е2,...) такая, что 

с с 
|) ах = Ит } фи, (<) 4х при а<с<5. 
а пью а 

2200. Доказать, что если ограниченная функция 
[(Х) интегрируема на сегменте [а, 8], то абсолютная 
величина ее |{ (х)| также интегрируема на [а, 5], при* 
чем 


[а 
< 1/91 4х. 


ь 
у! (х) ах 
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2201. Пусть функция {(х) абсолютно интегрируема 
|2 


на сегменте [а, 6], т. е. интеграл | 17 «| ах сущест 
а 


вует. Является ли эта функция интегрируемой на [а, 6]? 
Рассмотреть пример: 
1, если х рационально; 


РЭ | — 1, еслих иррационально. 

2202. Пусть функция } (х) интегрируема на [а, 8] 
иА<[(х) < В приа <х < БВ, а функция ф (х) опре- 
делена и непрерывна на сегменте [А, В]. Доказать, что 
функция ф (7 (х)) интегрируема на {а, 6]. 

2203. Если функции { (х) и ф (х) интегрируемы, то 
обязательно ли функция { (ф (х)) также интегрируема? 

Рассмотреть пример: 

0, если х=0; 


9-Й если х-20, 


и Ф (х) — функция Римана (см. задачу 2195). 
2204. Пусть функция } (х) интегрируема на сегменте 
[А, В]. Доказать, что { (х) обладает свойством интег 


ральной непрерывности, т. е. Пт Р(--®) —ГРоах =0, 


где [а, 6] с: [А, В]. 
2205. Пусть функция } (х) интегрируема на сегменте 


{а, 5]. Доказать, что равенство | {? (х) 4х = 0 имеет 
а 


место тогда и только тогда, когда } (х} = 0 во всех точ- 
ках непрерывности функции } (х), принадлежащих сег- 
менту [а, 65]. 


$ 2. Вычисление определенных интегралов 
с помощью неопределенных 
1°. Формула Ньютона — Лейбница. Если 


функция {(х) определена и: непрерывна на сегменте [а, 6] и 
Е {х) — ее первообразная, т. е. Е’ (х) = [(х), то 


ь ь 
Позер -Е@=Е()|. 
а а 


ь 
Определенный интеграл [[(х) 48 при [(х) > 0 геомет- 


в 
рически представляет собой площадь $ криволинейной трапе- 
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ции, ограниченной кривой у == } (х), осью Ох и двумя перпен- 
дикулярами к оси Ох: х = аих== Ь (рис. 9). 


[1 
д=7 (2) 
0 а д < 
Рис. 9 
2. рмула интегрирования по частям 


Если га, РЕ С Са) [а, 8], то 
|. 
Г 98’ & =) = — | & ГР) 4. 


3. Замена переменной. Если: 1} функция | (х) 
непрерывна на сегменте [а, 5]; 2) функция ф (8 непрерывна 
вместе со своей производной Ф’ (1) на сегменте [<, В], где а = 
== ф (0), Б=фФ (В); 3) сложная функция [(Ф (1) определена 
н непрерывна на — 8], то 


ак | $ 04 
а & 
Применяя формулу Ньютона—Лейбница, найти сле 
дующие определенные интегралы и нарисовать соот“ 
ветствующие криволинейные площади: 


8 л 
2206. {[ ‚У х 4х. 2207. [чпхах. 
ры 0 


3 12 
2208, | % _. 2200; { Е 
1 ж Мт— 2 
из ео 
58 2 


2 
2210. =. 2211. [1—1 ах. 
0 


‚Мая 


ах 
2212, ЕЕ 0<а<л). 


— 


14-2383 
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2п 
ах 


! 


2214. о 
АМ — ах а) (1 — 26 5) 


(а|<<1, [6]<< 1, 46>0), 
(6—0). 


п/2 
2215. ( —- 


а? т? х-- 52 с052х 
[1 


2216. Объяснить, почему формальное применение 
формулы Ньютона—Лейбница приводит к неверным 
рты если: 


Г 
ах зе? хах , а 1 
—. ее. ое офах о (згев ‚Ах. 


2217. Найти № Е (===) ах. 


К 


2218. Найти | ^1—соз 2х ах. 


С помощью определенных интегралов найти пределы 
следующих сумм: 


: 1 2 п—1 
м пи. 
. 1 1 | 
о. и $ ве ® 
ыы ки нае >) 
р п п у п 
в т ян) 


2222. Ит ш: п-т +. ‚ + @ и“), 


>> 


2223. Шт Е ЗААНЕ: (р>0.. 


п пР+ 


2224. ша (л/т+-- +А/1+-2. +. 
п-+>о П 
ве В 
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Найти 


р п 

2225. Нт_""_. 2226, ип В» "че 

п->э> п а.) п п 
==] 

Отбрасывая равномерно бесконечно малые высших 
порядков, найт И пределы следующих сумм: 

2221. Нт [(1+ т +1 + а + не 

п п? п пз 


П-> со 
"— Пл ]. 


‚++ =“)ят = 


2229. т а (х>0), 
: ов /п /в 
2230. ит ЕВ } 
П-со т п+— 


2231. Найти: 
а р а , а , 
-^ Гат юах -“ [а ИИ 
т зп ха4х, Е [т хх, т [ эт дах, 


2232. Найти: 


а г ПЕРО р 
а) иг 4% 6) м 
4х ах —, 
6 Е. Ма+# 
созх 
4 : 
в) —- И. (п) ЧЕ 


2233. Найти: 

х х 
| с0$ хх { (атс х)? 4х 
а) Ит———; | НИИ 
х->0 х й а УЕ , 


14* 
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х з 
(==) 
8) Ит __ 
== [= 4х 


2233.1. Пусть | (х) 6 С [0, + о] и [(х) — А при 
х- - ®«. Найти Шп [ах ах. 


х 
2234. Доказать, что [е'4х — > е при х-+ ©. 


Эт х 


| АЧЕх 4х 
—--0 
"Г Уха 
[о 
2236. Пусть {(х) — непрерывная положительная 
[Ча 
функция. Доказать, что функция ф (1) =————_ В0з- 
Гоа 
У 


растает при х > 0. 

2237. Найти: 
х при О<х<Ь, 
2—х при 1<х<2; 
х при ОзхзЬ 


= при #<х<1. 


2 
а) Года», если м9=| 


Н 
9 [1 94х, кан "| 


2238. Вычислить и построить графики интегралов 
1 = 1 (@), рассматривая их как функции параметра <, 
если: 


1 
а) 1=[х х—оа | ах; 


$1т3х 
1- 2 60$ х- а 


6 1= 


=—я 
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в . 
в) = п х 4х р 


1 — 24. со$ х-{- ай 


Применяя формулу интегрирования по частям, найти 
следующие определенные интегралы: 
112 п 
2239. [ хе-=4х. 2240. | ху хАх. 
о 0 


2% е 
2241. | д соз х4х. 2242. ) Ио х| ах. 


| 3 
2243. [ агссоз х4х. 2244. | х агс\е хах. 
0 


Применяя подходящую замену переменной, найти 
следующие определенные интегралы: 
1 а 
2245. ( =. 0246. [9—4 
5—4 


— 


0,75 п2 


1 
— _. 2248. | ^/=-—Т ах. 
) ОА м-1 


1 
2249. = и 
\*(—*) 


2247. 


0 
1х ах, 
1-м 


2250. Вычислить интеграл полагая 


——=+ 


2251. Объяснить, почему формальная замена Хх = 
— ф-(/) приводит к неверным результатам, если: 
1 1 
ах 1 
; = 21; —-, где х=— 
а) 4х где #=223; 6) \ лы т 


— 
п 


4х 
в) -окаях где {ех={. 
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3 
2252. Можно ли в интеграле {хУТ— я? 4х поло- 
Г 
ЖИТЬ Хх = зщ В 


1 
2253. Можно ли в интеграле [ут-я ах при за- 
мене переменной х = $1 в качестве новых пределов 
т 
взять числа ди ы т 


2254. Доказать, что если } (х) непрерывна на [а, 65], 
то 


ь 1 
Го =6—9 Га+е-—дз а. 
2255. Доказать равенство 
[#1 (2) =--| х(хах (а>0). 
2256. Пусть [(х) — непрерывная ‚Функция на сег 


менте [Д, В] > [а, 5]. Найти Пед при 


1а—х, 5—х] [чи [А, В]. 
2257. Доказать, что если | (х) непрерывна на [0, 1], 
то 


д/2 п 
а) [ еп - | [(соз х) 4х; 


к л 
6) р 
2258. Доказать, что для непрерывной на {—/, 1] 
$ ре 


функции | (х) имеем: 1) | [ 94 =2] [(х) 4х, если 
1 


функция } (х) четная, и2) [{(х)4х=0, если функция 
= 


[(*) нечетная. Дать геометрическую интерпретацию 
этих фактов. 

2259. Доказать, что одна из первообразных четной 
функции есть функция нечетная, а всякая первообраз- 
ная нечетной функции есть функция четная. 

2260. Вычислить интеграл 

2 


| (1+—) е*+ 1/9) 4х, 
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введя новую переменную 


=. 


21 
2261. В интеграле Го со хх выполнить замену 


переменного $1 х == 
2262. Вычислить интеграл 


{16 


где п — натуральное число. 
я 


2263. Найти | ВЕЕТ: 
$ Г-{ с0$ х 


3 


2264. Найти интеграл | Ри если 
Ой 1-20) 
__@- 9 @-—1 
| р ж (5—2) ь 
2265. Доказать, что если } (х) — непрерывная пе- 


риодическая функция, определенная при — © <х< 
< -- © и имеющая период Т, то 


ат Т 
| Нодах = [ 10) 4х 


где а — любое число. 
2266. Доказать, что при п нечетном функции 
Хх 


Е (*) = [утих и 6%=| с05” хах 


периодические с периодом 2л; а при п четном каждая 
из этих функций есть сумма линейной функции и пе» 
риодической функции. 


х 
2267. Доказать, что функция Ё(х) = | НК ах, 


о 
где [(х) — непрерывная периодическая функция с пе- 
риодом Т, в общем случае, есть сумма линейной функ- 
ции и периодической функции периода Т. 
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Вычислить интегралы: 
1 
2268. | х(2—х*)" 4х. 


1 
2269. | м 
У, э-х-1 
9 
2270. | сшзчф, 2271. | хУТя д. 


1 
“___, 2213. (2/3 4. 


ху —1 


2212. 


22174. 


2276. 


« 


зи х-- 2054 


2277. 


я 
2 
2275. | Е 
0 
2 
) 
д/ 
| 


л 
зтхят 9х т 3х 4х, 2278. (( $1 х)* 4х. 


з №2 
2279. | е= с053 хах. 2280. | $64 хах. 
С помощью формул понижения вычислить интегралы, 


зависящие от параметра п, принимающего целые по- 
ложительные значения: 


р? К: 
2281. Г, == [ших 2282. 1и== | с0$" х ах 


4 1 
2283. „= 457" хах. 2284. „= { (1—2) 4х. 


} 1 
2285. и 2286. 1, [х" бах" а. 


м -® 
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2287. „= ея а 


5пх- с05х 


Бели { (х) = р (х} -Е (2. (<) есть комплексная функция от 
действительной переменной х, где | (х) = Ве[ (<), Ё (2) = 
= штЁ(х) и #= — |, то по определению полагают: 


По = Го [О а, 


Очевидно, что 


Ве [1(х) ах = [| Ве! (х) 4х 
пп [Е ах = [шп ах. 


2288. Пользуясь формулой Эйлера 
ей == с0$ х + Е Япх, 
показать, что 
2х 
| тети] 0, если тел, 
2л, ели т=п 
(пит — целые). 
2289. Показать, что 
[1 
| е(-в)х ах = 
© 


(© и В — постоянные). 
Пользуясь формулами Эйлера: 


ен) — ев(а--в) 
а -|- 8 


0$ Х == _ (е- е-=), зтх= ее), 


вычислить интегралы (т и п — целые положительные 
числа); 


7 

2290. | $1п?т х с0$27 х 4х, 
я Е. 

2951. { тя 1, 9900 и 
, ;тх . у $ с03х . 


я 
2293. [сои хс05 их 4х. 2204. { бп" хп лх 4х. 
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Найти интегралы (п— натуральное число}: 
я 


2295. \ $1171 х с0$ (п -| 1) хх. 


хл 
2296. { с05"-1 х эп (п-- 1) хах. 
[ 


25 


2297. \ е-х с0521 хах. 
0 


п/2 
2298. \ 1п с0$ х-с0$ Эпх ах. 


2299. Применяя многократное интегрирование по 
частям, вычислить интеграл Эйлера: В(т, п)= 


1 

= х"- (1—х)”-14х, где т и п-— целые положитель- 
0 

ные числа. 


2300. Многочлен „Лежандра Р„(х) определяется фор- 
1 4" 21) = 
ТЕ [(%—1)"] (п=0,12...). 


Доказать, что 


мулой: Р„(х)== 


з 0, если ТЗ, 

} Ри (х) Ри (х) 4х = 2 

7! т! 

2301. Пусть функция [(х) собственно интегрируема 
на [а, 8] и Е(х) — функция такая, что Е’ (х) = | (х) 
всюду в [а, 6], за исключением, быть может, конечного 
числа внутренних точек с; {(=1 ..., р) и точек а 
и 6, где функция Р(х) терпит разрыв 1-го рода («обоб- 
щенная первообразная»). Доказать, что 


‚ ели т=п, 


ь р 
у @=Е(6—0)—Р(а-+-0)— >. (Е (<-0)—Е (1—0). 


2302. Пусть функция [(х) собственно интегрируема 
на сегменте [а, 6] и 


г(а-с-+0 Е 


—ее неопределенный интеграл. 
Доказать, что функция Ё(х) непрерывна и во всех 
точках непрерывности функции } (Хх) имеет место 


$ 3. ТЕОРЕМЫ О СРЕДНЕМ 219 
равенство 
Е’ (х) =[(). 


Что можно сказать о производной функции РЁ (х) 
в точках разрыва функции }{ (х)? 
Рассмотреть примеры: 


а) г(--)=1 (п=- =2,...)н[(х)=0 при 
1 
хе —; 


6) { (х) = 51 х. 


Найти неопределенные интегралы от ограниченных 
разрывных функций: 

2303. [зкпхах. 2304. {зеп (зш х) ах. 

2305. [([х] ах (х>0). 2306. [х [мах (х>0. 

2307. [(— Пах. 

2308. "Рода, где м9-| ы -. __ 


Вычислить определенные интегралы от ограничен- 
ных разрывных функций: 
3 2 
2309. [з9п(х— хз) ах. 2310. [Цеах. 
0 


0 


6 п 
2311. {[х]1 т лх/6 4х, 2312. [ хзвп (с0з х) ах. 
0 
п-1 
2313. | ш [х 4х, где а— натуральное число. 
1 


1 
2314. [еп [чт (шп Х| ах. 
0 
2315. Найти | 1с0$ х|^/9тх 4х, где Е — множество 
Е 


тех значений сегмента [0, 4л], для которых подынтег- 
ральное выражение имеет смысл. 


$ 3. Теоремы о среднем 


1°, Среднее значение функции, Число 
ь 


1 
М = 
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т средним значением функции |(х) на промежутке 
а, Е 
Если функция { (х) непрерывна на [а, 5], то найдется точка 
с Е (а, 68) такая, что 
М ШП=Ео. 

2. Первая теорема о среднем. Если: 1) функ- 
ции [ (х) иф (х) ограничены и соответственно интегрируемы на 
сегменте [а, 61; 2) функция Ф (х) не меняет знака приа < х < в, 
то $ : 

[Го ооах = р [д 4х, 
а а 
гдет Зи<М и т = ый Е), М == зар 249; 3) если, сверх 
а: а 


того, функция { (х) непрерывна на сегменте [а, 5], то в == [ (5), 
где азс. 

83°. Вторая теорема о среднем. Если: 1) функ- 
ции # (х} и Ф (х) ограничены и собственно интегрируемы на сег“ 
менте (а, 6]; 2) функция Ф (х) монотонна при а << БВ, то 


ь ь 
Поход =@-0 а 4+9 —0 [1094 
а а 


где а ЕЁ 6; 3) если, сверх того, функция Ф (х) монотонно 
убывающая (в широком смысле!) и неотрицательная, то 


| 
По Фе) ыыы @<8<5; 
а в 


3') если же функция ф (х) монотонно возрастающая (в ши“ 
рожом смысле) и неотрицательная, то 


|. 5 
Под а=96-—0) ) Е) 4х (а<Ё<5). 


2316. Определить знаки следующих определенных 
интегралов: 


2 2. 
а) деят 4 6) те ах, 
0 


2 1 
в) | л2%ах п | 2 п хах. 
и /2 


2317. Какой интеграл больше: 
КР м/2 
а) | $тЮ хх или | $11 х 4х? 


6) ах или [ев 
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п 2а 
в) =" с05 х4х или { е-—* с03 х 4х? 
л 


2318. Определить средние значения данных функций 
в указанных промежутках: 


а) | (х) = х* на [0, 1}; 

6) ()=мМх на [0, 100} 
в) | (х) = 10 +2 5тх- 3с05х на 0, 2л}; 
г) [ (х) = чп хз (х - ©) на [0, 2л]. 


2319. Найти среднее значение длины фокального 
радиуса-вектора эллипса 
г.р 0<8<1. 
1 — 20$ ф 
2320. Найти среднее значение скорости свободно 
падающего тела, начальная скорость которого равна %. 
2321. Сила переменного тока меняется по закону 


6 (+5), 

Т 

где & — амплитуда, { — время, Т — период и ф — ва- 
чальная фаза. Найти среднее значение квадрата силы 


тока. 
2321.1. Пусть | (х) 6 СПО, + ®) и ни | (х)=А. 
Найтн 
Пт [ #09 ах. 
х--® Х 


Рассмотреть пример | (х) = агс4я х. 
2322. Пусть 


{ [0 4 = 21 (0х). 
Найти 0, если: 
а) (р = # п>—1); 0 | Фешьв) [д =е. 
Чему равны ие и Шт 0? 


хо 
Пользуясь первой теоремой о среднем, оценить ин» 
тегралы: 


2 1 
2323. | оо 2040 ыы аи 
| 1-- 0,5 с0$ х 
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100 


е—< 
2325, +“ 
2326. Доказать равенства: 


п-> 


1 | = — Чх= | а 

1 — =0: Н $4 = 0. 
а) Пт т. 0; 6) т [ яз хах =0 
2326.1. Найти: 


1 5. 
; 4 _. ; 4х 
8) | т: 9 И 


где а > 0, 6>0и[(х) СС 00, 1]. 
2327. Пусть { (<) непрерывна на {а, 6} иф (х) непре- 
рывна на [а, 6] и дифференцируема на (а, 6), причем 


ф’ (х) > 0 приа<х< 6. 


Доказать вторую теорему о среднем, применяя ин- 
чегрирование по частям и используя первую теорему 
о среднем. 


Пользуясь второй теоремой о среднем, оценить ин- 
тегралы: 


1 
2328. [27 ах, 
00х х 


& 


. Геи 
2329. \ зтхах @ >20; 9<а< 5. 
а 


ь 
2330. [чплхе 4х (0<а< 5). 
2331. Пусть функции ф (х) иф (х) интегрируемы на 


промежутке [а, 6] вместе со своими квадратами. Дока- 
вать неравенство Коши—Буняковского 


ь 3 |. ь 
(оочоа] < оу 


2332. Пусть функция { (х) непрерывно дифференци- 
руема на сегменте [а, ВТ и | (а) = 0. 
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ь 
Доказать неравенство М? < (6—а) [[?(х) 4х, где 
М = зир 11%). 
ах Ь 


2333. Доказать равенство 
п--р 


Ни | 51 к (р>0. 
пс х 


$ 4. Несобственные интегралы 


2. Несобственная интегрируемость 
функций. Если функция } (х) собственно интегрируема на 
каждом конечном сегменте [а, Ь], то, по определению, полагают: 


+ 


5 
[о вх = Ит | [(х) ах. (1) 
Гош] 
Если функция }{ (х) не ограничена в окрестности точки 6 
и собственно интегрируема на каждом сегменте [а, 6—2] (е >> 0}, 
то принимают: ы 
— 


|. 
] [(х) ах = Иа | Ех) ах. (2) 


Если пределы (1) или (2) существуют, то соответствующий 
интеграл называется сходящимся, в противном случае — рас- 
ходящимся. (в элементарном’ смысле!). 

>. Критерий Коши. Для сходимости интеграла (1) 
необходимо и достаточно, чтобы для любого >> 0 существовало 
число 6 == 6 (г) такое, что при любых 5’ > фи” >> 6 было бы 
выполнено неравенство 

| 
| [(х) ах 
5’ 

Аналогично формулируется критерий Коши для интеграла 
типа (2). 

3°. Признаки абсолютной сходимости. 
Если |![(х)| несобственно интегрируема, то соответствующий 
элементарный интеграл (1) или (2) от функции { (х) называется 
абсолютно сходящимся и является интегралом заведомо сходя- 
щимся. 

Признак сравнения 1. Пусть |Ё(х)| <) при ха. 

+ ыы 


<е. 


Если е Е (х) 4х сходится, то интеграл { Е) ах сходится 
а а 
абсолютно, 


Признак сравнения П. Е ф (*) > а Ф (х) = 0* 4С)) 


при х-+> - оо, то. интегралы { Фо и } $ (<) 4х сходятся 
в а 
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или расходятся одновременно. В частности, это имеет место, 
если Ф (Хх) — ф (х) при х-- ®. 
Признак сравнения Ш]. а) Пусть 


#(%) = °*(-;-) при х—-1- ©. 


В таком случае интеграл (1) сходится, если р > 1, и расходится, 
если р < 1. 
6) Пусть 
Но = 0 ( ) при х--5 —0. 


Ее В 
(6 — 
В таком случае интеграл (2) сходится, если р < Ти расходится, 


если 7 

И признак сходимости. 
Если: 1) функция Ф (х) монотонно стремится к нулю при х -+ -- © 
и 2) функция { (х) имеет ограниченную первообразную 


Ех) = [9 4%, 
в 


то интеграл р 
Г офф 
в 


сходится, вообще говоря, не абсолютно. 
В частности, интегралы 


+0 ++ Й 
| 3 дн | АЯ ах @>0) 

ХР ХР 
а а 
сходятся, если р >> 0. 

^. Главное значение в смысле Коши, 
Если функция | (х) такова, что при любом г >> 0 существую? 
собственные интегралы 

с-в_ || 
Г Кох и [Кода @<«с< 5, 

а се 
то под главным значением в смысле Коши (и. р.) понимается число 


$ — |. 
у. р. две т, [1 Наш [194], 


Аналогично 
оо в 
у. р. — Ка) ах = На 19 4х. 


Вычислить интегралы: 
+0 1 
2334. | =. (@>0. 2335. [шлях 
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со 1 
2336. И АЗ, [а 
1 л2 1 № 
ть =) 
2338. | РИ о о ЕЕ ИИ 
ж--х—2 (е-х- 1 
ах а 
2340. 2341 
1 | ь: 
0 
2342. — . 
@— Ах 
ах 


2343. —_—. 
ХА хо 


«оо 
2344. (5х Цх 2345, | НИЕ 
0 


(1-Е (1-Е х)з/а 
2346. е—°* соз 6бхах (а>0). 


2347. е-—“х тфхах {а>0). 


>. = =— 4 ——4°—- =—{ ма 


С помощью формул понижения вычислить следую» 
щие несобственные интегралы (п — натуральное число) 
$- 


2348. [„= | хпе-*ах, 
0 


> 
2349. И м (0—0 
| (ах -- 25х - с) о -Ь >09 
2350. / В 
и ] хх... (хп) у 


1 
2351. [= те 
| мМа—ха- я) 
15-2383 
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ыа ах 
2352. 1.= | г. 
0 


л/2 д/2 
2353. а) | пяпх 4х 6) [ псов, 


2354. Найти Е: где Б — мно- 
^/ пх 
В 
жество тех. значений х интервала (0, -- со), для которых 
подынтегральное выражение имеет смысл, 
2355. Доказать равенство 


СО ЕЕ 
0 [о 


где а>0и > 0, предполагая, что интеграл в левой 
части равенства имеет смысл. 


2356. Средним значением функции | (х) на интервале 


(0, + <) называется число М|[| = Вт | [4 
хо 


Найти средние значения следующих функций: 
а) | (х) = зп х - со5? (х 4/2); 
6) | (х) = агсё х; в) [(@®) = л/хзтх. 
2357. Найти: 
ГИГЕЕ& 
а) Итх ав 6) Нт 
х-0 у в 


——ы—-. 
. 
х-> о ® 


с 
1 1710-1 | 20 
1 РЕ. ха ( ^_ ь 
мт М ен 
с х 


где а > 0 и { (9 — непрерывная функция на сегменте 


» 
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Исследовать сходимость интегралов 


аа += 
2858. [. 2359. [м 

$ мифа] х Ух- 1 

2 «со 
2360. | 4%. 2361. | хе-е-*х, 

шх 2 

0 

1 «оо 
2362. (хР 9-1 ах. 2363. | ах (п>0. 

х : Тм 


= 


+-оо 
аа. енах ао. 2865. | ИО 
* 
о 
ы хт атс 
236. | >20. 
0 
+ 


2367. } в ">00. 
0 


1- х" 
+ оо а 2 
2368. | м х, 2360. 
: х ЯПР х 059 х 
1 г «2 
2370. | —^ 4, 2370.1. | Вы 
$ мт м х 
+ 1 
ах пх 
2371. \ эни. 287. | ни -х. 
р п Ча бт х) х) т ах 
2373. еле ах. 2374. (—*“ 
8 ^/х ХР 19 х 
«роо 
2375. | Е ы: 
ХР (шп х)4 (шп х)7 
её 
оо 
2376. сы 


я — ах — аа... х — ан [Ра 


(а, <а.<. < <а,). 
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р. 
2376.1. [| х— ВАХ. 
0 


«оо 
2377. а где Р‚ (х) и Р, (Х) — взаимно 
.) Ра (<) 


простые многочлены соответственно степеней т и п. 


Исследовать на абсолютную и условную сходимость 
следующие интегралы; 
оо 


2378. | и, 
о 


Указанне. |5мх| > $112х, 

2379 ть Ут созх | о р: 
: ах. — 2380. | эт (х”) ах (950. 
У + 100 ; 


л/2 


2380.1. [ зил (ес х) 4х. — 2380.2. "соя (2) ах. 


со 


$. 


ХРтх ах 
1-м 


2381. 920. 


яп (++ + 
2382. т —^ Аа 2383. | Рт(®) зп хах, 
Ри (х) 
[7 


} 
+ 


где Р»„(х) и Р, (х) — целые многочлены и Р,(х) > 0, 
если х>заз0. 


оо 
2384. Если | [(х) ах сходится, то обязательно ли 
а 
<) —0 при х— - о? 
Рассмотреть примеры: 
оо со 
а) | п (3) 4х; 6) | (— ета. 
2384.1. Пусть #\(х) Е С® [х, + о®), | (х)| < С 
при х <х<-+ о и | |# <) 4х сходится. Доказать, 
что | (*) — 0 при х-— + о. 
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Указание. Рассмотреть интеграл 
со 
то Е @) а. 
© 
2385. Можно ли сходящийся несобственный интеграл 
5 
ГРоах 
а 


от неограниченной функции ] (х), определенной на [а, 6], 
рассматривать как предел соответствующей интегральной 
п 1 


суммы х! (Е) Ахь где жа жа и Аж=хна-ф хр 
2386. Пусть ы 
| [ах (1) 


сходится и функция ф (х) ограничена. 
Обязательно ли сходится интеграл: 


4-0 
[деда @) 


Привести соответствующий пример. 
Что можно сказать о сходимости интеграла (2), если 
интеграл (1) сходится абсолютно? 


+2 
2387. Доказать, что если | Р(®) ах сходится и [(х) — 
монотонная функция, то } (х) = О (-.). 


2388. Пусть функция | (х) монотонна в промежутке 
0 <хж< {Ти не ограничена в окрестности точки х == 0. 
1 


Доказать, что если существует [ 2) ах, то 
о 


11 ЧУН 4х. 
ар = 0 


2389. Доказать, что если функция }(х) монотонна 
и ограничена в интервале 0 < х<а и существует не- 
а 


собственный интеграл [ х? } (х) 4х, то 
о 
Ни х?+1] (х) =0. 
&—>-0 
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2390. ть 410: 


в) ч. р. о 


2391. Доказать, что при х > 0 существует 


Найти следующие интегралы: 
о 


4 
2392. ч. р. ата. 
:. 


Чо 
2394. х. р. й- = -4х. 2395. у, р. | агс х4х, 


8 5. Вычисление площадей 


1°. Площадь в прямоугольных коорди» 
натах. Площадь 5 плоской фигуры А. А,В.В1 (рис. 10), 


Рис. 10 Рис. 11 


ограниченной двумя непрерывными кривыми у = 1: (х) а 
у = и: (2) и. (<) >и! (5) и двумя прямыми х=аих=ь 
(@< 0), равн 


Ф 


гуры, ограниченной кри* 


5 
$ = [48 @) —й 14, 
в 
н 
в параметрическом вице. 


2°. Площад 
о 


ь 
вой, заданной 
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Вели х=х(), у=у() Ю<Е=Т| — параметрические 
уравнения кусочно гуёдкой простой замкнутой кривой С, 


пробегаемой против хода часовой стрелки и ограничивающей 
слева от себя фигуру с площадью $ (рис. 11), то 


Т т 
5= ха с | худа, 
или 
1 Т 
$= т Фу — (ду (14. 
0 


3%. Площадь в полярных координата х. 
Плошадь $ сектора ОДВ (рис. 12), ограниченного непрерывной 


Рис. 12 Рис. 13 


кривой г == г ($) и двумя полупрямыми ф = сиф == В (< < В), 
равна 


о 
21 з 


2396. Доказать, что площадь прямого параболиче- 
ского сегмента равна 


се 
3 


где 6 — основание и } — высота сегмента (рис. 13). 

Найти площади фигур, ограниченных кривыми, за- 
данными в прямоугольных координатах *): 

2397. ах = и?,` ау = х*, 

2398. у = 2, х-+ у=2. 

2399. у = 2—7, х+у=0. 

2400. у = |16х|, у=0, х= 0,1, х= 10. 

2400.1. у = 2*, у=2, х=0. 

2400.2. у = (х -Р 1), х = злу, у=0 (0 <у<х |. 


*) Все параметры в этом и следующих параграфах отдела 1\ 
считаются положительными. 
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2401. ух; у=х + 31% (0 <х< п). 
2402. у= у=0. 


аз 
а’ 
2403. пе, =1 
2404. у = я (@—х). 


2405. уз = 2рх, 27 ру? = 8 (х—р)з. 
2406. Ах? -- 2Вху + Су? = 1 (А > Ь Аб-В* > 0]. 


2407. у =  (циссоида), Х = 24. 


2408. х=а т ее ыы АИ 


—1\, 9—0 (трак- 


триса). р 
В а . 5 
2409. = пл (х>0; п>—2. 
2410. у=е*|5тх|, и=0 (>20). 


2411. В каком отношении парабола у? = 2х делит 
площадь круга х? - у? = 8? 

2412 (н). Выразить координаты точки М (х, у) ги- 
перболы х* — у* = 1 как функции площади гипербо- 
лического сектора $ = ОМ’М, ограниченного дугой 
гиперболы М’М и двумя лучами ОМ и ОМ', где 
М’ у — и) — точка, симметричная М относительно 
оси Ох. 


Найти площади фигур, ограниченных кривыми, за- 
данными параметрически: 

2413. х=а (1-51 д, у=а(1 — с0$ й (0 < #<2л) 
(циклоида) и у = 0. 

2414. х = 25—, у = 2—8, 

2415. х=а (с05 + 2511), у=а (т — 260$ 8 
(0 < 2 < 2л) (развертка круга) и х = а, у = 0. 

2416. х =а (2 с0$ #—с05 20, у=а (2 яп | — зп 24). 

2417. = 051, у= == че (с* = а? — 62) (эво- 
люта ЗН. 

17.1. Х= ь РИ . 
2417.1. х=асо$ у ет 


Найти площади фигур, ограниченных кривыми, за- 
данными в полярных координатах: 
2418. г? = а7с0$ 2ф (лемниската). 


$ 5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЯ 233 


2419. г =а (1 -+ с0$ Ф) (кардиоида). 
2420. г = ат 3$ (трилистник). 


в: ИЕ. 
2421. г = Е - (парабола), ф И 
2422. г=-— (0<=< 1) (ллипе). 

1-Е 5505 ф 


2422.1. г= 3-2 с0$ $. 


1 1 л 
22.2, (<+< .). 


2423. г=ас0$ ф, г=а(со5ф пФ) (м (->. 5 0)65). 
2424. Найти площадь сектора, ограниченного кривой 
ф = гаги г 


и двумя лучами ф = Обиф = =. 


2424.1. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой 
8-6 =1. 

2424.2. Найти площадь фигуры, ограниченной ле“ 

пестком кривой 
ф = $1 (лг) 0<г<1. 

2424.3. Найти площадь фигуры, ограниченной ле 

ниями 
ф = 4—3, ф= 0. 

2424.4. Найти площадь фигуры, ограниченной ли* 

ниями 
ф=г— 5пг, ф=л, 

2425. Найти площадь фигуры, ограниченной замкну* 

той кривой 
2а: э 
=—, =—-. 

1+ а 1-Е 

Перейдя к полярным координатам, найти площади 
фигур, ограниченных кривыми: 

2426. хз + уз = Заху (лист Декарта). 

2427. хи = а? (х + у). 

2428. (х? - у?)? == 2а?ху (лемниската). 


Приведя уравнения к параметрическому виду, найти 
площади фигур, ограниченных кривыми: 
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2429. 283 -- у = 073 (астроида). 
2430. х4-- у = ахЗу. 


Указание. Положить у = {. 


$ 6. Вычисление длин дуг 
1°. Длина дуги в прямоугольных коор- 
динатах. Длина дугв отрезка гладкой (непрерывно диф- 
ференцируемой) кривой 


у=у(х) (@а3х< 65) 
равна 


5 
в = /Г-Еу" (5) 4х. 
а 


27°. Длина дуги кривой, заданной пара- 
метрически. Если кривая С задана уравнениями 


х=%(1), у=у() (6<а5Т), 
где х (1), у) ЕСО) [, Т], то длина дуги кривой С равна 
т 
= ОУ 4. 
[С 
3°. Длина дуги в полярных координа- 


тах. Еслн 
г=7($) @<Ф< В, 


где г ($) 6 С@) (а, В]. то длина дуги соответствующего отрезка 
кривой равна 


а 
5 =0/7 Ф) + 7") 46. 

[2 
Длины дуг пространственных кривых см. в отд. УП. 
Найти длины дуг следующих кривых: 
2431. у=х” (0<х< 4). 
2432. у=2рх (0<х<х)). 
2433. у=асв — от точки А (0, а) до точки В (6, В). 
2434. у=е (< хм). 
2435. хи Шу (1<у< д. 


2436. у=аШ (0О<х< < а). 


а 
а? — х 


2437. у= п созх ( <х< <-.). 
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№Ма— 
2438. х=аШ пи а —? (0<<у<а), 
а ® 5 
2430. и, (0<5< 4). 


2440. 8-8 = а?8 (астронда). 
2 
2441. х= г с0531, и= = 9134 с = а*— В (эволю» 


та эллипса). 
2442. х = ©0341, у = ЗИМЕ 
2443. х=а (Е — зп д, у=а (1—с0$ В (0 < #<2л). 
2444. х=а (с0$ Е- Ёт 0, у=а(т 2-Е с0$ д 
при 0 < 2 < 2л (развертка окружности). 
2445. х=а (51 2-0, у=а (сп Е-1) 0 << Т. 
2445.1. х == СОЗ у = $132 0 << Т. 
2446. г = аф (спираль Архимеда) при О<ф<ж 
2447. г = ае"® (т > 0) при О<г< а. 
2448. г=а (1 -| с0$ $). 


НХ ЕЕ =. 
2449. (1ч1< "). 
2450. г-азт" 2. 

2451. г=а > 0<ф< 27). 

1 1 
2452. 9= +) (1</<3). 
2452.1. ф=А/г @©0<г<5). 
2452.2. © ©<г< 8). 


2452.3. г=1 + с03& = 0<!<Т<л). 


2453. Доказать, что длина дуги эллипса 
х = а 60$ В у = фзш Е 
равна длине одной волны синусоиды у = сэт где 
с = а 6?. 


2454. Парабола 4ау =: х? катится по оси Ох. Дока- 
зать, что фокус параболы описывает цепную дивию. 
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2455. Найти отношение площади, ограниченной пет 


лей кривой 
у= + (- —) ^х, 


к площади круга, длина окружности которого равна 
длине контура этой кривой. 


$ 7. Вычисление объемов 


1°. Объем тела по известным попереч- 
вым сечениям. Если объем У тела существует и $ == $ (х) 
{2 < х < 6] есть площадь сечения тела плоскостью, перпенди- 
кулярной к оси Ох в точке х, то 


|. 
У = [ $ (2) 4х. 
а 


>. Объем тела вращения. Объем тела, обра- 
зованного вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеции 
ах, О<ужу (2), 
где у (х) — непрерывная однозначная функция, равен 


| 
У; = | у* (х) 4х. 
а 


В более общем случае, объем кольца, образованного вращением 


вокруг оси Ох фигуры а3х < Ь, у! (х) у < у; (<), где 
уз (х) в и» (х) — непрерывные неотрицательные функции, равен 


Г] 
У = п] [м «я —и! (4) |4х. 
а 


2456. Найти объем чердака, основание которого есть 
прямоугольник со сторонами а и 6, верхнее ребро 
равно с, а высота равна 1. 

2457. Найти объем обелиска, параллельные основа- 
ния которого суть прямоугольники со сторонами А, 
Виа, Ь, а высота равна #1. 

2458. Найти объем усеченного конуса, основания 
которого суть эллипсы с полуосями А, В на, В, а вы- 
сота равна Я. 

2459. Найти объем параболоида вращения, основа- 
ние которого $, а высота. равна Н. 

2460. Пусть для кубнруемого тела площадь $ = $ (х) 
его поперечного сечения, перпендикулярного коси Ох, 
изменяется по квадратичному закону: 


$ (х) = Аз - Вх + С а<х<Ь} 
где А, В и С — постоянные, 
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Доказать, что объем этого тела равен 
Н аь 
У= = [$@+43(2=^)+56], 


где Н = 6—а (формула Симпсона). 

2461. Тело представляет собой множество точек 
М (<, у, г), ге0 2 < 1, причем 0 < х < 1,0 < у<1, 
если 2 рационально, и — 1 <х < 0, —1 < ух 0, если 
г иррационально. Доказать, что объем этого тела не 
существует, хотя соответствующий интеграл 


1 
[59@=1. 


Найти объемы тел, ограниченных следующими по- 
верхностями: 


2462. ЕТ, а=-2х, 250. 
2463. к —1 (оллипсойд). 
2464. м1, 2= с. 
2465. хз -+- 2? = а?, уз + 2? = а. 
2466. х?- у? - 272 = а3, хё-+- у? == ах. 
2467. 2 = Ь (4-х), хз -- у = ах. 
2468. 1 ©<:<а4). 
2469. хи + 23 = 1 х= 0, у=0, 2 =0, 
2470. ху - 2 + ху + уг + 2х = а*. 
2471. Доказать, что объем тела, образованного вра- 
щением вокруг оси Оу плоской фигуры 
а<х< 6, О<у<у (я), 
где у (х) — однозначная непрерывная функция, равен 
[2 
У, =2л | ху (х) ах. 


а 
Найти объемы тел, ограниченных поверхностями, 
полученными при вращении отрезков следующих линий: 
2472. у=6 (=) (0 < х<= а) вокруг оси Ох (ней- 
лоид). 
2473. у == 2х—х?, у = 0: а) вокруг оси Ох; 6) вокру? 
оси Оу. 
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2474. у = 5тх, у = 0 (0 <хзл): а) вокруг оси Ох; 
6) вокруг оси Оу. : 

2475. у=ь (-) ‚у=ь |= а) вокруг оси Ох; 
6) вокруг оси Оу 

2476. у=е*, у=0 (0 <х< + о): а) вокрут 
оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 

2417. х* + (у—5)? = а* (0<а< 5) вокруг оси Ох. 

2478. х?—ху - у? = а? вокруг оси Ох. 

2479. у = е-*^/5тх (0 <х< + о) вокруг оси Ох. 

2480. х=а (тд, у=а (1 — с0$ 0) (0 < 2#<2л), 
у = 0: а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу; в) вокруг 
прямой у == 24. 

2481. х = а $113, у = 660531 (0 <1< 27): а) во- 
круг оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 

2481.1. Найти объем тела, образованного вращением 
площади петли кривой х == 24-Й, у = 4-Е вокруг: 
а) оси Ох; 6) оси Оу. 

2482. Доказать, что объем тела, образованного вра- 
щением вокруг полярной оси плоской фигуры 

Оо ф<в<л, 0<г<г ($) 
{фиг — полярные координаты), равен 


2х р 
У = [ето 


Найти объемы тел, образованных вращением плоских 
фигур, заданных в полярных координатах: 

2483. г=а (1+ с039) (0<Ф<2м): а) вокруг 
полярной оси; 6) вокруг прямой г с0$ ф = — г. 

2484. (х?-- у?)? == а? (х?—у?): а) вокруг оси Ох; 
6) вокруг оси Оу; в) вокруг прямой у == х. 

Указание. Перейти к полярным координатам. 

2484.1. Найти объем тела, образованного вращением 
фигуры, ограниченной полувитком спирали Архимеда 

= аф (а>0; 0<ф<л, 
вокруг полярной оси. 

2484.2. Найти объем тела, образованного вращением 
фигуры, ограниченной линиями: ф == 7/3, ф = л, во- 
круг полярной оси, 

2485. Найти объем тела, образованного вращением 
фигуры а <г<ал^/2 зп 2$ вокруг полярной оси. 
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& 8. Вычисление площадей поверхностей вращения 


Площадь поверхности, образованной вращением гладкой 
кривой АВ вокруг оси Ох, равна 


в 
Р= 2 | 19| 45, 
где 4$ — дифференциал дуги. 


Найти площади поверхностей, образованных враще» 
нием следующих кривых: 


2486. у=х ^/-= (0 <хжа) вокруг оси Ох. 


2487. у=ассз- = (|х| <) вокруг оси Ох. 


2488. у=щ х(о <х< =) вокруг оси Ох. 


2489. у? = 2рх (0<х<жю): а) вокруг оси Ох 
6) вокруг оси Оу. 


2490. += 1(0< 5<а); а) вокруг оси Од 
6) вокруг оси Оу. 

2491. х*- (и—65)? = а? (6 > а) вокруг оси Ох. 

2492. 2? --у-=а“3 вокруг оси Ох. 

2493. у=асв-= ((х|< 5); а) вокруг оси Ох; 6) во» 
круг оси Оу. 


2494. х=аш а —^/* — вокруг 


оси Ох. 
2495. х=а (Е — зп д, у=а (1 — с0$ В (03 #52} 
а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу; в) вокруг прямой 
у = 24. 
2496. х = а с0$34 у = а $113 вокруг прямой у == х, 
2497. г=а (1 - с0$ $} вокруг полярной оси. 
2498. г? == а? с03 29: а) вокруг полярной оси; 6) во- 


д я 
круг оси ф = т в) вокруг оси ф = ет. 


2499. Тело образовано вращением вокруг оси Ох фи- 
гуры, ограниченной параболой ау == а*—х? и осью Ох. 
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Найти отношение поверхности тела вращения к поверх- 
ности равновеликого шара. 

2500. Фигура, ограниченная параболой у* = 2рх и 
прямой х = р/2, вращается вокруг прямой у = р. 
Найти объем и поверхность тела вращения. 


$ 9. Вычисление моментов. 
Координаты центра тяжести 


1°. Моменты. Если на плоскости Оху масса М плотно- 
сн р = р(у) заполняет некоторый ограниченный континуум 
@ (линию, плоскую область) и ® = в (у) — соответствующая 
мера (длина дуги, площадь) той части континуума @, ординаты 
которой не превышают у, то #-м моментом массы М относительно 
оси Ох называется число 


п 


М. = т У (и) ило (и;) = [ ру ав (уг) (& =0,1,2,...), 
С 


тахду;-+0 


хде Ау = уу и Ао (у) = © (у) — © Чу. 

Как частные случаи, получаем при Ё = 0 массу М, при 
В = | — статический момент, при К = 2 — момент инерции. 

Аналогично определяются моменты массы относительно 
координатных плоскостей. 

Если р = 1, то соответствующий момент называется гео- 
метрическим (момент линии, плоской фигуры, тела и т. д.). 

2°. Центр тяжести. Координаты центра тяжести 
(хо, и,) однородной плоской фигуры площади $ определяются 
по формулам 


х} 
р ми й м 
в = —— о = 
5’ $” 
где м, м® — геометрические статические моменты фигуры 


относительно осей Оу и Ох. 


2501. Найти статический момент и момент инерции 
дуги полуокружности радиуса а относительно диаметра, 
проходящего через концы этой дуги. 

2501.1. Найти статический момент дуги параболы 


у=рх (0 <х< р!2) 


относительно прямой х = р!2. 

2502. Найти статический момент и момент инерции 
однородной треугольной пластинки с основанием 6 
и высотой Ё относительно основания (0 = 1). 

2502.1. Найти моменты инерции /, = М и Г, = М 


относительно осей Ох и Оу параболического сегмента, 
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ограниченного кривыми 
ау = 2ах — х? (а> 0) иу= 0. 
Чему равны радиусы инерции г, и г,, т. е. величины, 
определяемые соотношениями 
1=5®, 1 =57, 
где 5 — площадь сегмента? 

2503. Найти моменты инерции однородной эллипти- 
ческой пластинки с полуосями а и 6 относительно ее 
главных осей (о = |). 

2504. Найти статический момент и момент инерции 
однородного кругового конуса с радиусом основания г 
и высотой А относительно плоскости основания этого’ 
конуса (© = 1). 

2504.1. Найти момент инерции однородного шара 
радиуса К и массы М относительно его диаметра. 

2505. Доказать первую теорему Гульдена: площадь 
поверхности, образованной вращением плоской дуги С 
вокруг не пересекающей ее оси, лежащей в плоскости 
дуги, равна длине этой дуги, умноженной на длину 
окружности, описываемой центром тяжести дуги С. 

2506. Доказать вторую теорему Гульдена: объем 
тела, образованного вращением плоской фигуры 5 во- 
круг не пересекающей ее оси, расположенной в плоско- 
сти фигуры, равен произведению площади $ на длину 
окружности, описываемой центром тяжести этой фи- 
гуры. 

2507. Определить координаты центра тяжести кру- 
говой дуги: х = а с0$ ф, у=азтф (Ф| <а<л). 

2508. Определить координаты центра тяжести об- 
ласти, ограниченной параболами ах = 2, ау= 
= х? (а > 0). 

2509. Определить координаты центра тяжести об- 


2 2 
ласти ты <1 0 < ка, 0<у< в. 


2510. Определить центр тяжести однородного полу- 
шара радиуса а. 

2511. Определить координаты центра тяжести 
С (Фи, го) дуги ОР логарифмической спирали г == 
= ае"® (т > 0) от точки 0 (— о, 0) до точки Р ($, 1). 
Какую кривую описывает точка С при движении 
точки Р? 

2512. Определить координаты центра тяжести об- 
ласти, ограниченной кривой г =а (1 -| со$ $}. 


1 б-—2383 
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2513. Определить координаты центра тяжести об- 
ласти, ограниченной первой аркой циклоиды Хх = 
=а(#—зтй, у=а(1—с0$0 (0<:<2л) и 
осью Ох. 

2514. Определить координаты центра тяжести тела, 
образованного вращением площади 0 < х < а; у* < 2рх 
вокруг оси Ох. 

2515. Определить координаты центра тяжести по- 
лусферы х? - у? -+ 27 = а? (г р 0). 


8 10. Задачи из механики и физики 


Составляя соответствующие интегральные суммы и на- 
ходя их пределы, решить следующие задачи: 

2516. Определить массу стержня длины / = 10 м, 
если линейная плотность стержня меняется по закону 

== 6 - 0,3х кг/м, где х — расстояние от одного из 
концов стержня. 

2517. Какую работу надо затратить, чтобы тело 
массы т поднять с поверхности Земли, радиус которой К, 
на высоту #? Чему равна эта работа, если тело удаляется 
в бесконечность? 

2518. Какую работу надо затратить, чтобы растя- 
нуть упругую пружину на 10 см, если силав | кгс ра- 
стягивает эту пружину на |1 см? 


Указание. Использовать закон Гука. 


2519. Цилиндр диаметра 20 см и длины 80 см заполнен 
паром под давлением 10 кгс/см?. Какую’ работу надо 
затратить, чтобы уменьшить объем пара в два’раза, счи- 
тая, что температура пара остается постоянной? 

2520. Определить силу давления воды на вертикаль- 
ную стенку, имеющую форму полукруга радиуса а, диа- 
метр которого находится на поверхности воды. 

2521. Определить силу давления воды на вертикаль- 
ную стенку, имеющую форму трапеции, нижнее осно- 
вание которой а = 10 м, верхнее $ = 6 м и высота 
й = ом если уровень погружения нижнего основания 
с = 20 м. 


Составляя дифференциальные уравнения, решить сле- 
дующие задачи: 
2522. Скорость точки меняется по закону: 
= 0 -{ аг. 
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Какой путь пройдет эта точка за промежуток вре- 
мени [0, Гр 

2523. Однородный шар радиуса ЕЮ и плотности д 
вращается вокруг своего диаметра с угловой скоростью 
&®. Определить кинетическую энергию шара. 

2524. С какой силой притягивает материальная бес- 
конечная прямая с постоянной линейной плотностью мо 
материальную точку массы т, находящуюся на расстоя- 
нии а от этой прямой? 

2525. Определить, с какой силой притягивает круг 
лая пластинка радиуса а и постоянной поверхностной 
плотности б, материальную точку Р массы т, находя- 
щуюся на перпендикуляре к плоскости пластинки, про- 
ходящем через центр ее @, на кратчайшем расстоянии 
РО, равном 6. 

2526. Согласно закону Торичелли скорость истече- 
ния жидкости из сосуда равна у = с^/2 ай, где & — 
ускорение силы тяжести, #й — высота уровня жидкости 
над отверстием и с = 0,6 — опытный коэффициент. 

В какое время опорожнится наполненная доверху 
вертикальная цилиндрическая бочка диаметра О = | м 


и высотой Н = 2 м через круглое отверстие в дне диа- 
метра @ = 1 см? 


2527. Какую форму должен иметь сосуд, представ- 
ляющий собой тело вращения, чтобы понижение уровня 
жидкости при истечении было равномерным? 


2528. Скорость распада радия в каждый момент вре- 
мени пропорциональна его наличному количеству. 
Найти закон распада радия, если в начальный момент 
+ = 0 имелось 4, граммов радия, а через время Т = 
= 1600 лет его количество уменьшится в два ‘раза. 

2529. Для случая процесса второго порядка скорость 
химической реакции, переводящей вещество А в ве- 
щество В, пропорциональна произведению концентра- 
ции этих веществ. Какой процент вещества В будет 
содержаться в сосуде через Ё = Ёч., если при Ё = О мин. 
имелось 20 % вещества В, а при {= 15 мин. его 
стало 80 %? 


2530. Согласно закону Гука относительное удлинение 
= стержня пропорционально напряжению силы о в со- 
ответствующем поперечном сечении, т. е. & = о/Е, где 
Е — модуль Юнга. 

Определить удлинение тяжелого стержня конической 
16* 
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формы, укрепленного основанием и обращенного вер- 
шиной вниз, если радиус основания равен К, высота 
конуса Н и удельный вес у. 


$ 11. Приближенное вычисление определенных 
интегралов 


1°. Формула прямоугольников. Если фувк- 
ция у = у (х) непрерывна и дифференцируема достаточное число 


= . хр =а ЗЫ (#=0, 


раз на конечном сегменте [а, В} ий == 

ь..., ми у (х!), то 
Гуа Ни... 1-0 В 
а 

м [,] й 

АТ Ю а<<. 


2х. Формула трапеций. При тех же обозначе- 
ниях имеем: 


а 
(И и. Ни + В 


Юл = 


а ь 13 
Е) @< <. 

3°. Параболическая формула (формула 
Симпсона). Полагая п == 2%, получим: 


Г. 
[994 = Фи 4 ++. ЕО 
2+ и+.. ль В 


$ —ам „ . 
в. = — ру (Е) (@<ЕГ<5). 


2531. Применяя формулу прямоугольников (п == 12), 
приближенно вычислить 


я 
й хп хах 


п результат сравнить с точным ответом. 
С помощью формулы трапеций вычислить интегралы 
и оценить их погрешности, если: 


1 1 
4х 


где 


4х 
1+ 2 


(п= 12). 
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и 1 
2534, фата а (п= 6). 
0 


С помощью формулы Симпсона вычислить интегралы: 
э 

2535. [4х 4х п=4). 
х 

2536. | ^ИЗ- со ах (п =6). 


п/2 


2537. | т @"=10). 


1 
хах 
2538. [зая (п = 6). 
2539. Принимая п = 10, вычислить константу Ка- 
талана 


о те 4х. 
х 
: 


: х у ах 
2540. Пользуясь формулой в ИЕ 


, вычис- 


лить число л с точностью до 10°. 
1 


2541. Вычислить [е°4х с точностью до 0,001. 


1 
2542. Вычислить о п & с точностью 


до. 10-*. 
2543. Вычислить с точностью до 0,001 интеграл ве- 


+25 
роятностей [ е`"ах. 
5 


2544. Приближенно найти длину эллипса, полуссп 
которого а = 1Юиф=б 
2545. Построить по точкам график функции 


х 


и а 0 <х<2л), 


0 
приняв Ах == л/3. 


ОТДЕЛ У 
РЯДЫ 


$ 1. Числовые ряды. Признаки сходимости 
знакопостоянных рядов 


1°. Общие понятня. Числовой ряд 


[2 
аа... На... = У, 4 (1) 
п=1 
называется сходящимся, если существует конечный предел 


Пт $ =$ (сумма ряда), 

в-о 
где би = а: а. +... ал. В противном случае ряд (!} 
называется расходящимся. 

2. Критерий Коши. Для сходимости ряда (1) не- 
обходимо и достаточно, чтобы для любого = >> 0 существовало. 
число М == М (е) такое, что при п > Мир> 0 (пир — нату- 
ральные числа) было выполнено неравенство 


П-р 
1 $в+р — $п| == 2. а! <.г. 
фип--1 
В частности, если ряд сходится, то 
Бт ап == 0. 
п->5 
3. Признак сравнения 1. Пусть, кроме ряда (1), 
имеем ряд 
+... +... (2) 
Если при п > по выполнено неравенство 
аби, 


то 1) из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1); 2) из 
расходимости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 

В частности, если ал ^^ 9» при п -= оо, то ряды с знакопо- 
ложительными членами (1) и (2) сходятся или расходятся одно 
временно. 
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4°. Признак сравнения И. Если 


1 
ав = 0* (= 


то а) при р > 1 ряд (1) сходится и 6) при р = 1 расходится. 
5°. Признак Даламбера. Если а, >0 (л= Ъ, 


ео .) и 
а 

т И 0, 

п-> @п ‚ 
то а) при 9 < 1 ряд (1) сходится и 6) при 9 > 1 р 
6°. Признак Коши. Если о. 20 (в=12 . )и 

ты ПУ ви = 0, 
то а) при 9 < Г ряд (1) сходится н 6) при 9 >! р 


) 9<1 
7°. Признак Разбе. Если а; > 0 (п =1 


Нт "( ба —!)- р, 
п—со @п4л 
то м РЕ р > Г ряд (1) сходится и 6) при р < 1 расходится. 
Признак и И 12,.. дя 


2...) Ш 


а я —. ' 


где | 9,| < Сиз>> 0, то а) при А >> 1 ряд (1) сходится и 6) пря 
А <! расходится; в) при А = 1 ряд (1) сходится, если п > 1, 
н расходится, если в = 1. 
Интегральный признак Коши. Если 

Е (%^) (х > | — неотрицательная невозрастающая непрерывная 
функция, то ряд 

2 

УЕ) 


П ==] 
сходится или расходится одновременно с интегралом 


й Е ах. 


Доказать непосредственно сходимость следующих 
рядов и найти их суммы: 


И ке 
2546. 1 и 8+... 


2" 


вы. (+++. 
(+ (5+ 


*) Значение символа 0* см. отдел 1, $6, 1°. 


+... 


248 ОТДЕЛ У. РЯДЫ 
2. —! 


1 

2548. а оп |... 
1 р 1 | 

2549. О ро +... 
1 | | 

2550. Ех -- Ри ти За 


2551. а) ата -+ 9: яп 2а +...-4”"ятла--...; 
6) 9с0$ &-- 9 с0$ 2% --...-- 4" с08 по... 
(91<1. 


2552. р (И —2 Уа+Г- п). 


К. 
2553. Исследовать сходимость ряда )' $ п их. 
П= 


Указание. Показать, что при хз Ём (& — целое) невоЗ- 
можно, чтобы 91п лх -> Оприп — о31 


2554. Доказать, что если ряд У.а„ сходится, то ряд 
Па=| 


Ра! 


> А„, где А„ = ру а (р=Ь р<р<...), 


Ри 


полученный в результате группировки членов данного 
ряда без нарушения порядка следования их, также 
сходится и имеет ту же сумму. Обратное неверно; при- 
вести пример. 


со 
2555. Доказать, что если члены ряда У а, положи- 
Пэ| 


© 
тельны и ряд», Аа полученный в результате группи- 
П=1| 


ровки членов этого ряда, сходится, то данный ряд также 
сходится. 


Исследовать еходимость рядов: 
2556. 1—1-41—1-41—1+... 
2557. 0,001 -- 0,001 + 6,001 -+... 
АУ ы 
НР т ое 
1 ре 
2559. 1-- 3 + $ + 11 ... + а о 
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1 


2560. +9 и -+. РЕ 
2561. о: +... 
2562. т. 
2563. — м + м + | 

В 
2564. . 


! 1 
+=——+ 
^/ 1.3 ^/ 3.5 
... =—+ ..ф 
^/ я — 1) 8-1) 
2565. Доказать, что ряд чисел, обратных членам 
арифметической прогрессии, расходится. 


2566. Доказать, что если ряды. а, (4) и Хыв) 


сходятся и а. < с» <, (п=1, 2, ...), то ра (С) также 
Пе] 


сходится. Что можно сказать о сходимости ряда (С), 
если ряды (А) и (В) расходятся? 
2567. Пусть даны два расходящихся ряда 


С аа и р В, с неотрицательными членами. 
' Что а сказать о сходимости рядов: 
оо © 
а) х пи (а, 6) и 6) х тах (а„, 6,)? 
й= п= 
со 
2568. Доказать, что если ряд У, а (аа >> 0) сходится, 
П=1 


со 
то ряд у а также сходится, Обратное утверждение 
= 
неверно; привести примеры. 


с (-.-2 
2569. Доказать, что если ряды Х, аи У» 62 сходятся, 


то сходятся также ряды 1а.б и | 7, +8), у 41%! , 


й= 


250 ОТДЕЛ У. РЯДЫ 


2570. Доказать, что если Ит па, = аэ20, то ряд 
х п—-2о 
У а" расходится. 
= 


[-.-) 
2571. Доказать, что если ряд >, а, с положитель- 
п=1 


ными и монотонно убывающими членами сходится, то 
Ит паи == 0. 
й-+-оо 


Е: 
2572. Является ли сходящимся ряд аи, если 
П=з1 


ПГ (блнь + бла + . «+. -Е@л4р) =0 
при р = 1, 2, 3,...2 


Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость 
следующих рядов: 


Е И Е о (1) 
10 107 


эпх эт 2х 5тлх 
2574. ис... 


2575. с05х — с0$ 2х гы ея Зх + 
ее ния Ч: 


с05 х ©0$ х* с0$ хп 
2575.1. Е а а 26 а 


Указание. Использовать неравенство 
1 1 1 1 


ео (п=2, 3... . ). 


Пользуясь критерием Коши, доказать расходимость 
следующих рядов: 
1 


О о а 
2 3 п 


1 1 1 1 1 
7. ев жи тии аси Ф.Ф 
2 в 2 3 + 4 + 5 6 + 
р АЕ В ВВ у 


ЫЬ = —— 
^/1.2 ^2.3 Ап (п 1) 


ы 
=... 
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Пользуясь признаками сравнения, Даламбера или 
Коши, исследовать сходимость рядов: 
2578. 1000 4. 10003 ее 10003 ОВ 1000" 
И 2! 31 
(11): (21): (11) 
2579. ТВ а 5 + 


2580. ЧЕ 


+... 


п! 


2581. 2) ты т т 
а 

а 
+... 


12 21 1 13 
2582. И бб... И... 
1000-1001 | 1000-1001 -1002 
р 1-3 1-3-5 
4, 47, 47.0 
О Рвю 


2585. 5(\-7:) (6-2) ео 
‚(м —" Уз 


.. 


З.И 33.21 33.31 


6) 1 22 3* 


2583. даа 


2585.1. У а», 
П=1 


где 
= если п = та, 
ал 


1/п2, если П5Ет (т — натуральное число]. 


$103 
2585.2. я т 


в 


2586. \`-—” _. 2587. т = 
у=5 УС 


и 
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4 


— 1 п-т 
2588. у —— 2589. Хиеи они" 
П=. 


п 


2589.1. ==. 2589.2. ее пу, 
П=] а 


2590. + +/+ + 
АЕ а 


Указание. У = 2 -—. 


2591. Доказать, что если 


а 2 9 (а,>0), 


п 


то а, = 0 (9"), где 9:>> 9. 
2591.1. Пусть для членов знакоположительного ряда 


Г _2 
У, а, (а, >0) выполнено неравенство 
в =1 


1 Зр<1 при пп. 
в 


Доказать, что для остатка ряда 
В, = ал 4 а. Е ое 
имеет место оценка 


9-1, +1 
В, <ав Е, ‚ если п >. 


2591.2. Сколько членов ряда уе ‚ где [(2п)!! = 
==1 


=2.4...2п, достаточно взять, чтобы соответствую- 
щая частная сумма $, отличалась от суммы ряда $ 
меньше, чем на = = 1078? 


2592. Доказать, что если Пт -^" =4<1 (а, >0), 


П-ою  @в 


со 
то ряд р» а, сходится. 
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ме ааа о Рассмотреть пример 
+++ +5 ++... 


|. 
2593. Доказать, что если для ряда Ха. @а.>9 
П= 
существует 


т 9 9, (А) 
п-> @д 

то существует также 
т у а, =9. (Б) 


Обратное утверждение неверно: если существует 
предел (Б), то предел (А) может и не существовать. 
Рассмотреть пример 


и 3+ (— 10" 
у 97+ “ 


==] 


2594. Доказать, что если Пт Уй@, =9 (а, >0), 
а - 
то а) при 9 < 1 ряд р а, сходится; 6) при 9 >>1 этот 
Пи 
ряд расходится (обобщенный признак Коши). 
Исследовать сходимость рядов: 
2595. уси Ри. 2596. у’. ак, 


Па] п 


2597. у КРЕМ ь 
3" 


П==] 


2597.1. У В. у". 
2-{- со5 п 


Пользуясь признаками Раабе и Гаусса, исследовать 
сходимость ри рядов: 


2588. (-- у+(= пу+С +... 
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в, а(@а-а а (а-- а) (6-24) 
9 а Рвота + 
(@>0, 5>0, 4>0). 


к ве” 
2600. у. 


п=| 


2601. а а, 
[- (2+ Ут) (2+ 2)... @+\”) 


п!п-Р 


99+...) 


ое у РО..." 1 
пы 


2602. (4>0). 


п! п9“ 


2604. 


[ 1.3.5... (2—1) р. 


2.4.6. . . (97) па 


2605{н). у РУО. . „фи 2 0, 9->0). 
(=) 24 чачу. . | оо 
2606 (н). Доказать, что если для знакоположитель” 


ного ряда х а, (а, > 0) при п -> со выполнено условие 


В== 


5-14 40(-.), 


1 
[#7 =(-=). 


где г > 0 произвольно мало; причем, если р > 0, то 
а, | 0 при п — оо, т. е. а, при п > по, монотонно убы- 
вая, стремится к нулю, когда п -» со. 


то 


Определив порядок убывания общего члена а„, ис- 
со 


следовать сходимость ряда У. а,, если 
п=1 
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— пР-- ал 1-4... ар 
2607. Иди и" где пч-- 


= бп Е +6.>0. 


2608. а о зт-”, 
ПР п 


2609. а, = (ЕТ Ип р Ш и (>1. 
х 
2610. ан = р (52°). 


п 


2611. а, Лови (1+ = ) (@>0, 5>0). 
2612. а. = [е—(1+--)]?. 


1 — 
2613. Ч = ^ пьлат ^ 2614. ТЯ ® 


2614.1. Доказать признак Жамэ: знакоположитель - 
ный ряд У а, (а, >20) сходится, если 
п=1 
(1—Уа, )—— >р>! при п>иь, 
пл 
и расходится, если 


(1—Уа,) < 1 при > пу. 
шв 
Г. 


2615. Доказать, что ряд >» а, (а, >>0) сходится, 
п= 
| 


а 


т 


если существует ® > 0 такое, что "_ >1--а при 
пд 
т у 
п > п, и расходится, если ты <! при п> пь (40- 
в 


гарифмический признак). 


Исследовать сходимость рядов с общим членом: 
2616. аа=п"*  (х>0). 


О а 
(п плут п 


(">1. 


2618. аз = (п>1. 


(п п) шв 
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Пользуясь интегральным признаком Коши, ивеле- 
довать сходимость рядов с общим членом: 


2619. а, = (п> 1). 


1 
п (пп)Р (п 1пп)9 


2620.1. Исследовать сходимость ряда 


1 
п ШРл 


2620. а = (">2). 


12.3... Ш(п-1) 


КАИ оны 0). 
Г пор В+Р. . -мИ+1+В У 


[2 
2620.2. Исследовать сходимость ряда )` 2, где 


в—1 
у (п) — число цифр числа п. 


2620.3. Пусть А, (п =1, 2,...) — последователь- 
ные положительные корни уравнения 48 х == х. 
Исследовать сходимость ряда > № ы 
п= 


2621. Исследовать сходимость ряда у у: 
п (п 

=9 

к: 2 
2622. Доказать, что ряд у а, с положительными 

Па] 

монотонно убывающими членами сходится или расхо- 
оо 


дится одновременно с рядом у 2"а.л. 
п=0 


2623. Пусть Ё() — положительная монотонно не- 
возрастающая функция. 


[- 2 
Доказать, что если ряд у (1) сходится, то для 
п = 
остатка его 


оо 


К, = У, ‚Г ®) 


&==п-- 
справедлива оценка 


+ 2 © 
Г Нов «Рафи | Ко ах. 
вы рее 
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[5-2 
Пользуясь этим, найти сумму ряда У с точ- 


п} 
ностью до 0,01. 
2624. Доказать признак Ермакова: пусть | (х) — по- 
ложительная монотонно убывающая функция и 


0 [ (х) 
Ряд у (п) сходится, если А < 1, ирасходится, 
если ^ >> |. 
2625. Доказать признак /Тобачевского: ряд > а, с по- 
п= 


ложительными и монотонно стремящимися к нулю. чле- 
нами сходится илн расходится одновременно срядом 
Е. 


У, Рп2-т, где р» -— наибольший номер членов @в» 
т 
удовлетворяющих неравенству 

а, > 2—т (п=1, 2, оо, Рт). 


Исследовать сходимость следующих рядов: 


2626. уе. "2, 
по 
п=2 


2627. х (Упа-—Утчлит В). 


пл : пл. 
2628. у (св м р ). 


пы 
1 = п--1 
2629. )( рт Ав ). 
п=} 
[.] 25 3 
2630. р п 261, Уе"”". 
па 8=] 
п=1 
2632. У пе м", 


п 
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[2 1 © апп 
2633. У (1 тн —1). 2834. Уегт". 
п} й= 


1 


3 (с =) 
_ в 


> сн -® 
2637. || 1 
с. 
П=3 
2638. \—". 2639, Х_". 
а (пл) 
п= П=0 
2640. ее) (@>0, Ь>0, с>9. 
п=] 
2641. р» (п"° —1). 


|. 
[-5 
ка 
ыы 
Г: 
РИ 
|| 
з|- 
г: 
| 
Б 
с 
||) 
| 
-— 


= 
— 


р] 
ь 
я 

К 


а- {61 пы 118 м) (@>0). 


2 
п 
Е 


пл 


ааа. (4>0, >90). 


> 

[-2 

Е 
9: 


|-] 
1 


ыы 


2645. —_—“_—. 
21.41. + (21)! 


Г 


а 
| 
Ш 


Исследовать сходимость рядов», из со следующими 
в=} 
общими членами: 
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2646. и„= | ЕЕ 


2647. и„= РЕ Е 


т 
2650. и„= \ ЕЯ 
1-х 
= Иа... м 
2651. из а = 
п 
ИЕ 
2652. ил== - : 
пи 


Заменив последовательности х„ (п=1,2,...) со- 
ответствующими рядами, исследовать сходимость их, 
если: 

2653. Ай. 

2 п 


п 
2654. х,= у —”*. 
= 


2655. Сколько примерно надо взять членов ряда, чтобы 
найти его сумму с точностью до 107, если 


о: Яны 9 Хы. 


$ 2. Признаки сходимости знакопеременных рядов 


1°, Абсолютная сходимость ряда. Ряд 
У аа (1) 
= 


17* 
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называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд 


2 
У. па. (2) 
п=1 
В этом случае ряд (1) также сходится. Сумма абсолютно сходя- 
щегося ряда не зависит от порядка слагаемых, 

Для определения абсолютной сходимости ряда (1) достаточно 
применить к ряду (2) известные признаки сходимости для знако- 
постоянных рядов. 

Бели ряд (1) сходится, а ряд (2) расходится, то ряд (1) на- 
зывается условно (не абсолютно) сходящимся. Сумму условно 
сходящегося ряда путем перестановки слагаемых можно сде- 
лать равной любому числу (теорема Римана). 

2°. Признак Лейбница. Знакочередующийся ряд 


бы (Ы-Иы... 


(5, — 0) сходится (вообще говоря, не абсолютно), если 
а) би > бич, п=Ь2,...) и бб) !т В =0.В этом случае 
по 


для остатка ряда 
Ки ={— Пи (-Иы-.. 
имеем оценку 
= (— 1)" 0.6.4 06, = 1). 
°. Признак Абеля. Ряд 


У ив, (9) 


С] 

сходится, если: 1) ряд ' аз сходится; 2) числа Ви (п = 1,2,...) 
п=1 

образуют монотонную и ограниченную последовательность. 


4°. Признак Дири а ле. Ряд (3) сходится, если: 
1) частичные суммы Ал = о ограничены в совокупности; 


=1 
2) Ь„ монотонно стремится к нулю при п -—* о. 


2656. Доказать, что члены не абсолютно сходяще- 
гося ряда можно без перестановки сгруппировать так, 
что полученный новый ряд будет абсолютно сходящимся, 


2657. Доказать, что ряд 54, является сходящимся, 


если выполнены условия: а) Гобщий член этого ряда аз 


стремится к нулю при п-+ о9; 6) ряд УХА, получен- 
П=1 


ный в результате группировки членов данного ряда 
без нарушения их порядка, сходится; в) число слагае- 
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Ри! 
мых а, входящих в член А» = 5 а (1=р1<р:<...), 
==р) 
ограничено. ь 
2658. Доказать, что сумма сходящегося ряда не из- 
менится, если члены этого ряда переставить так, что ни 
один из них не удаляется от своего прежнего положе- 
ния больше чем на т мест, где т — некоторое заранее 
заданное число. 


Доказать сходимость следующих рядов и найти их 
суммы: 


2659. А+ ее 


4 8 


2660. +. 


4 8 16 32 
2661. + о 


1 
Указание. Применить формулу 1 -+ + ых а 


= С-- шп-Реь, где С — постоянная Эйлера и Ит г = 0. 
йо 


2662. Зная, что у шо, найти суммы ря- 
п 
П==1 


дов, полученных из данного в результате перестановки 
его членов: 


2663. Члены сходящегося ряда те переста- 


п 
п=1 
вить так, чтобы он стал расходящимся. 
Исследовать сходимость знакопеременных рядов: 


2664. у ль Ий 
р 
№ 
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2665. о тм и) . 
1 1 1 1 
2666. 1-- — +++ 
1 1 
а а = ..Ф 
2666.1. Пусть 
хи Ь, (1) 


где 6, >0и В, —0 при л - со, Следует ли отсюда, 
что ряд (1) сходится? Рассмотреть пример 


< }» ее 


2667. 2 В 
п 


и. 
® 


. 


п=1 


п=} 


(— 1” 


А РНЕ о НЕ 
и М +1" 
2671. У эт (лу). 
й=] 
- т 
2672. ) о. 
п 
2673. же 
Ут 
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2674. Доказать, что знакочередующийся ряд 
ыы... (ПН... (>09 
сходится, если 


ы В ОСЬ ), 
где р > 0 (см. 2606 {н)). 


Исследовать на абсолютную (кроме 2690) и условную 
сходимость следующие ряды: 


9, 0676, у ЕЕ: 


ПР ПРИЗ 


2675. 


п=1 


эр 


п $1028 
(— 1)"-! 21 5121 Хх 
п 


ое 
2680. 
Е (ЦР * 


( ды 17-1 


‚ М + (— 10-5 


пл 


2677. 


о 14 


| 
Г 


2678. 


г 


2 
[ 
2: 


2679. 


г 
ат 
а |5 


з 
п 


2681. 


п 


2682. 


и 


‚ пд 
ПР -- = 


2683. ) (— Ч т: 
п 


2684. у (—1)"‹ 


п={ 


2685, у я 
"Ут 


п=1 
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т Ч [я] 
2686. ) —_ №. 2687. т, 
пл ПР 

пы п 


По п] 
2688. Бе ЖЕ 


п 


2689. у (—1"-[ с и-о}. 


Пе] 
э5 


2690. у 2691. \ зтл». 
п 


П=| 
н=1 


Указание. Доказать, что Мп У п? 52 0. 
п 


2692. Пусть 
«= аохР -- а? -- ,. о. ар 
боа да --... 
— рациональная функция, где а 52 0, 6, 54 0 и [Вх -- 
мы... +8 > 0 при х> 1. 
Исследовать на абсолютную и условную сходимость 
ряд 


Хсяб. 


Исследовать сходимость рядов: 


2 1 1 2 1 
2696. ВЕ Е ВИ 
1 2 1 
ее ы а. 
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2697. Доказать, что ряды 
а) зтх- т В т 2 


6) созх-- 82 сет о +. 


не абсолютно сходятся в интервале (0, л). 
2698. Для рядов 


уд ох ь — тп лх 0<х<л) 
п 


Па! П=1 


.* 


определить для совокупности параметров (р, х): а) об- 


ласть абсолютной сходимости; 6) область неабсолютной 
сходимости. 


2698.1. Исследовать сходимость рядос: 


1 ив, в и). __ та _ п 
6) — мб) (пл) т п- 1051 п : 
П=2 


2699. Для ряда 
0 ЧЕРИ. ея. 


п! п? 
п 


определить: а) область абсолютной сходимости; 6) об- 
ласть условной сходимости. 


2700. Исследовать сходимость ряда 


2.(:) 


п=1 


где (”)- т(т—1... (тп : 


п! 


2701. Если ряд У, а, сходится н 
Пе] 
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|: 
то можно ли утверждать, что ряд У, В, также схо- 
пы 
дится? 
Рассмотреть примеры 


о рт 
-—— + 
т таг 


2702. Пусть > а, — не абсолютно сходящийся ряд и 


п 
а а. а 14:1 — @ 
Р. ее ‚М И 
1—1 


Доказать, что 


п] 


НМ =, 
по п 


2703. Доказать, что сумма ряда 


{ а руля 
ПР 
пд] 


для каждого р > 0 лежит между _ и 1. 


2703.1. Сколько членов ряда следует взять, чтобы 
получить его сумму с точностью до == 10-8, если: 


(— 1)" Уи п® 
а) ; 0 а 
у 


2704. Доказать, что если члены ряда 
1 1 1 1 
1— — р адены ран .о 
2 т 3 4 ых 5. 
переставить так, чтобы группу р последовательных по- 


ложительных членов сменяла группа 4 последователь- 
ных отрицательных членов, то сумма нового ряда будет 


12 ш-2, 
2 4 


2705, Доказать, что гармонический ряд 


+ +++... 
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останется расходящимся, если, не переставляя его чле- 
нов, изменить знаки их так, чтобы за р положитель- 
ными членами следовало бы 4 отрицательных (р = 9). 
Сходимость будет иметь место лишь при р == 9. 


8 3. Действия над рядами 


Сумма ин произведение рядов. По опреде 
пению полагают: 


а) У Ува У, =Ь; 


П=1 п=1 п= 


6) У Ув - У 


п= П=1 п== 
где 


сл = а: 61 - а:6 1+... Е авт. 
Равенство а) имеет неформальный смысл. если оба ряда 
|:.-2 С -2 
Уа в ) Высходятся, а равенство 6) —если, сверх того, п 
П=1 п=1 
меньшей мере один из этих рядов сходится абсолютно. 


2706. Что можно сказать о сумме двух рядов, из ко- 
торых а) один ряд сходится, а другой расходится; 6) оба 
ряда расходятся? 

2707. Найти сумму двух рядов: 


> [+= + ну [к а 2 ры | 


Найти суммы следующих рядов: 


2708. у [--; 4 =]. 


2709. ——. 


п | 


2710, ее (1ху|<1). 
п 


2711. Показать, что у у" т =]. 


п==0 
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у © з С 
$712. Показать, что (| 5) == Ха" (191<1). 
п: п: 
2713, Показать, что квадрат сходящегося ряда 


(— 1 уп 
^з 
Пик] 
есть ряд расходящийся. 
2714. Доказать, что произведение двух сходящихся 
рядов 


у о (@&>0) и о. (—1)7"—^ (8В>0) 
п пв 


Па П=| 
есть ряд сходящийся, если & -- В > 1, и расходящийся, 
если а +В < 1. 
2715. Проверить, что произведение двух расходя- 
щихся рядов 


че +5) 
есть Е а. ряд. 


$ 4. Функциональные ряды 
1°. Область сходимости. Совокупность Хо тея 
значений х, для которых сходится функциональный ряд 
ил (щи... + ш®-+..., (1) 


называется областью сходимости этого ряда, а функция 


$ (х) = Шт у и: (х) ХЕХ» 
1—0 1==1 


— его, суммой. 
Равномерная сходимость. Последова- 
чедьность функций 


О, Ва)... р@),... 
называется равномерно сходящейся на множестве Х, если: 
1) существует предельная функция 


Га) = ны № (® СЕХ) 
2) для любого числа е > 0 можно указать число М == М (е) 


такое, что 
о -—-Ь@|<в 
при п > Ми х)СХ. В этом случае пишут: [и (х) 2 [Р@). 
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Функциональный ряд (1) вазывается равномерно сходя- 
щимся на множестве Х, если равномерно сходится на этом мно- 
жестве последовательность его частичных сумм: 

[3 
$1 (= У ш (а) п=Ьо...). 
1=1 

3°. Критерий Коши. Для равномерной сходимости 
ряда (1) на множестве Х необходимо и достаточно, чтобы для 
каждого в >> 0 существовало число М == М (=) такое, что при 
п > Мир->> 0 было выполнено неравенство 


пр 


У шо) 


п 


4°. Признак Вейерштрасса. Ряд (1) сходится 
абсолютно и равномерно на множестве Х, если существует схо- 
дящийся числовой ряд 


а -- ... = с, ‚ух (2) 


| Злзр (х) — $л (х) | = <в для всех ХЕХ, 


такой, что 
Тип (Х) |< сл при ХЕХ (п=Ь о. ..). 
5°. Признак Абеля. Ряд 
© 
У а) в. ©) в) 


[.- 
сходится равномерно на множестве Х, если: 1) ряд у ап (х) 


Пэ=1 
сходится равномерно ва множестве Х; 2) функции 5; (х) (п = 1, 
2,...) ограничены в совокупности и при каждом х образуют 


монотонную последовательность. 
5°. Признак Дирихле. Ряд (3) сЖодитея равно- 


мерно на. множестве Х, если: 1) частичные суммы Уа» (х) в сс- 


Пэ 
вокупности ограничены; 2) последовательность 5.9 п=ь 
2,....) монотонна для каждого х и равномерно на Х стремится 
к нулю при п -—+ ©. 

7°. Свойства функциональных рядов. 
а) Сумма равномерно сходящегося ряда непрерывных функций 
есть функция непрерывная. 

6) а ряд {1} сходится равномерно на 
каждом [с, В] <= (а, 6) и существуют конечные пределы 


Нт ил (х) = Аз п =1, 2, . ® .), 
ха 


[= 
то 1) ряд У Ав сходится и 2} имеет место равенство 
п=1 


на [5 и - у {пп шо). 


п= 1 =1 
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в) Если члены сходящегося ряда (1) непрерывно диффе- 
со 
ренцируемы при а < х < Ь иряд производных )' ии (*) схо- 
пы 


вится равномерно на интервале (а, 6), то 


4 |5 Е ыы и, ри хЕ(а, 6 
> [5 «| >. и (х) при хЕ(а, 65). 


г) Если члены ряда (1) непрерывны и этот ряд сходится 
равномерно на конечном сегменте [а, о то 


[ со 
| {$ Ил «9 4х = у Г ил (х) ах. (4) 


а ‘п= пы а 
ь 


Вообще формула (4) верна, если Г Ав (х) 4х — 0 прил -— о, 
ых а 
где Ал (х) == у и; (х). Это последнее условие годится также 
уз} 


и для случая бесконечных пределов интеграции. 


Определить области сходимости (абсолютной и ус- 
ловной) СУЩ О НОлаНЫХ рядов: 


2716. =. 2717, 7 (у. 
П=1 


2718. у у. 
— п 1 г. 1 


2719. р 1-3... (7—1) 2х }. 
2-4... (27) 1 а 


2720. р (1), 2721, ==. 
Пт] П=| 


2722. С. 
ДД + 


- 2 


2723. а (4>0; 0<х<л). 


в] 


хп 
2724. у =. (ряд Ламберта). 
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= х(х-- п) 1" < хп 
2725. | - ] . 2726. №2 Не. 


2727. Уи 
(+20+2)...0+27) 


2728. > пе-"я. 2729. у кк ИЗБЕ 
п= 1 


2730. у (2—х) 2—2) 2—1)... (2—х\) (х>0). 


(пхп с хпуп . 
2731. -— ^^. 2732. Ао (х>0; у>0). 
п 
х му 


ппух 


2733. у - г == 420. 279. ХУ. 


Па 


к там) эми у 
2735. т («>0). 2736. У « (+=). 


в=1 й=1 


о 
2737. Доказать, что если ряд Лорана У, алх” схо* 


П=—© 
дится при х=х, и при х=х, ([х,| < |х,|), то этот 
ряд сходится также при |х,| < |х| < |хё |. 
2738. Определить область сходимости ряда Лорана 


4-го 


у И 
о! 


П=—с 


и найти его сумму. 
2739. Определить области сходимости (абсолютной 
и условной) рядов Ньютона: 


ко о м м. ЗИ: 
ь у п ' 6) у ом ' и у п? ь 
Па] Па] п= 


где хм} == х (х—1)... М — (п1]]. 
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|=. 
2740. Доказать, что если ряд Дирихле )` 1. схо- 
п] 
дится при х == хо, то этот ряд сходится также при х >. 
2741. Доказать, что для равномерной сходимости 
на множестве Х последовательности [м (х) (п =1,2,...) 
к предельной функции } (х) необходимо и достаточно, 
чтобы 


Нт {м Га (.)} =0, 


в>х 


где ги (х) = 110) — № 6)|. 

2742. Что значит, что последовательность {,(х) (п == 1, 
2,...): а) сходится на интервале’ (хо, -- со); 6) сходится 
равномерно на каждом конечном интервале (а, 
5 < (х, - о); в) сходится равномерно на интервале 
(ль - оо)? 

2743. Для последовательности 


В =м (п=12,...) 0<х<1 


определить наименьший номер члена М == М (е, х), на- 

чиная с которого отклонение членов последовательно- 

сти в данной точке х от предельной функции не превы- 
1 1 


шает 0,001, если х = —, жур ое ь 
о ^ю 10 
Сходится ли эта последовательность равномерно на 
интервале (0, 1)? 


2744. Сколько членов ряда следует взять, 


гаео 


чтобы частная сумма 5» (х) отличалась при — 0 < х< 
< + © от суммы ряда меньше чем на =? Произвести 
численный расчет при: а) г = 0,1; 6) е = 0,013 в) ё = 
= 0,001. 

2745. При каких п будет обеспечено выполнение 


неравенства 
пи 
„-)`-= 
й 


{=0 


<0,001 0<х< 10]? 


Исследовать последовательности на равномерную схо- 
дпмость в указанных промежутках: 
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2746. и(д=х а 0< х<-; 6 0<х<1. 


2741. [и (х) = м —х+Н; 0<х<1. 
2748. [и (х) = м — хм”; 0<х<1. 


2749. |, (= + —; << +. 


2750. [+ (х) = пит 0<х<1. 


2751. Ё (х) = а) 0<х<1—%8 


а 
6) ео в) 1+е< х< -{ оо, гдее>0. 
2752. | (х) = а. т а) 0<х<!; 
6) 1<5х< + о. 


2753. [и (= ^/#+-; —сю<х< +. 


2754. ыы" (^/=+- —м): 0<х< + о. 


2755. а) р (х)= а, —е<х< + о; 


6) ф-т -; —©<х< +. 

2756. а) [+1 (х =аг4илх; 0<х< +; 6) (= 
== хаге пм 0<х<- о. 

2757 [в (х) == (-5; 0<х<1. 

2758. [» (<) =е-“-—"; а) —1<х< где {— любое 
положительное число; б)— со <х< -- ©. 


2759. ь®-=-— п —: 0<х<1!. 


2760. = (! а) а) на конечном интер» 


вале (а, 5); 6) на интервале (— 0, -|- оо). 
2761. № ()=п (т — 1); 1<хза. 


2762. |1 (х=У1Тя; 0<х<2. 


4148—2283 
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пах, если О<х< 
2763. {1 (ху =}? в ), если —<#<-; 
п 
| если х и 
п 
на сегменте 0 < 


2764. Пусть Яя ны функция, опреде- 
ленная на сегменте а, 6], и | (4) =". < ("= 


=1,2,. 
Доказать, что [+ (х) 3 <) @ < х< 5) припт- ©. 
2765. Пусть функция } (х) имеет непрерывную про- 
изводную [" (х) в интервале (а, 5) и 


ь="[! (#+--)-1%]. 
Доказать, что }, (х) -® [ (х) на сегменте я < хз В, 
где а<а<В< 6. 


п 


1 
2766. Пусть Ё (х) =! (+ —), где |(х) — 
#=0 
непрерывная на (— со, -- со) функция. Доказать, что 
последовательность [м [2 Я равномерно на лю- 
бом конечном сегменте [а, 6 


Исследовать характер сходимости следующих рядов: 
2767. Ух” а) на интервале |х|<94, где 9<1; 
п=0 


6) на интервале |х|<1. 


2768. у = ва сегменте —1<х<1. 


П==] 


2768.1. а на интервале (0, -| оо). 
п 
П=0 


2769. у (1{—х) х" на сегменте О<х< 1, 
п=0 
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эт (= ее ): —1<х<1. 


п! 
2771. у и ео 
14 8-х Пя ь ыы 
2772. У еее тете 0<х со. 
14 (тат ее 
2773. 
4 атэа+2... 0+5) 


а) О<х<ь, где ё > 0; бе<х<- о. 

2774. Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать 
равномерную сходимость в указанных промежутках 
следующих функциональных рядов: 


20 1 , 
а) Уи, — 00 <х< +0; 


П=1 


= = ‚ —2<х< +; 


п=1 


в) а О<=х< + о; 
П=| 


с пх | 
г) Хоыя 1х|< +; 


— п? я м 1 
д у дет =, << 


п=} 


7 
е) =——_, 1х|<а, где а — произвольное 


п=] 
положительное число; 
18* 
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ж) 1, [< о; 
т Е 


с0$ ЛХ 
3) ——, [х1< 09; 


г 


н) х т ях ‚+ о; 


к) Що =) 1х|<@& 


л) > же", о<х< +; 


м) У ‚ |< - о. 


Па] 


Исследовать на равномерную сходимость в указан- 
ных промежутках следующие функциональные ряды: 


2775. у ия. а) на сегменте е<х<2л —е, 
Пак] 


где =>>0; 6) на сегменте 0 <х < 2л. 


2776. у Эт; 0<х< +. 
3х 


Д| 


к (—1". 
2777. у ; 0<х< о. 


п=1 
Указание. Оценить остаток ряда. 


(и 
2778. Е 0<х< 21. 
в. 


в (1-1) 
лев. 
2779. рты 1х1 < 10. 
: Уз е 
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2пк 
с05 - 

2780. | —_; —ю<х<-. 
А/па- ха 


2781 зтх т лх 


{ Уп -- х 


тво, о<х< + о. 


=, Ап (п-+ х) 


2783. Может ли последовательность разрывных функ- 
ций сходиться равномерно к непрерывной функции? 
Рассмотреть пример 


Ь(9=—ф@ и=ь 2...) 


0, если х иррационально; 
1, если х рационально, 


; О<х<- о. 


где $®-| 
2784. Доказать, что если ряд У № (Х)| сходится 
п= 


равномерно на [а, 6], то ряд >, (хх) также сходится 
п= 
равномерно на [а, 5]. 


2785. Если ряд У, [, (х) сходится абсолютно и равно- 
П=1 


мерно на [а, 6], то обязательно ли ряд». 1: (© | схо- 
п= 
дится равномерно на [а, 5]? 
Рассмотреть пример >! (—1)" (1—х) х", где 0 <х<1. 
п=0 


2786. Доказать, что абсолютно и равномерно сходя- 
щийся ряд 


ХЬ® ©<х<1, 
П= 
0, если О<х<2-—и+1; 


0, если 2" <х<| 
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нельзя мажорировать сходящимся числовым рядом с не- 
отрицательными членами. 


2787. Доказать, что если ряду. Ф„(х), члены кото- 


рого суть монотонные функции на лее [а, 6], схо- 
дится абсолютно в концевых точках этого сегмента, то 
данный ряд сходится абсолютно и равномерно на сег- 
менте [а, 6]. 


Е 
2788. Доказать, что степенной ряд У алх" сходится 
П=:0 


абсолютно и равномерно на любом сегменте, целиком 
лежащем внутри его интервала сходимости. 
со 


2789. Пусть а сходится. 


[-.-2 
1 
Доказать, что ряд № —— — сходится абсолютнои равно- 
Хх — бп 


мерно на любом ограниченном замкнутом множестве, 
не содержащем точек а„ (п = 1, 2,...). 


2790. Доказать, что если ряд у а, сходится, то ряд 
п 


[- 2 
@п 
Дирихле у Вия равномерно при х > 0. 


п=1 


2791. Пусть ряд х а, сходится. Доказать, что ряд 


5 а,е—"* сходится равномерно в области х > 0. 
Пак 
5 . 
2792. Показать, что функция [(®= у и: 
п 
П==] 
прерывна и имеет непрерывную производную в области 
[о<х<-+о. 


2793. Показать, что функция 
оо 


= у = 


п=—оо 


а) определена и непрерывна во всех точках, за исключе- 
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нием целочисленных: х = 0, +1, +2,...1б) перио- 
дическая с периодом, равным 1. 
Е. -) 


2794. Показать, что ряд >. (пхе—"* —(п—1) хе-"-—1 2] 
п= 


сходится неравномерно на сегменте 0 < х < 1, однако 
его сумма есть функция, непрерывная на этом‘сегменте. 

2795. Определить области существования функций 
[ (*) и исследовать их на непрерывность, если 


а = У(:+"); 9 ®- уеисии. 
п=1 


х2 -|- п 
х 
ВИ Ч: 
Па] 


2796. Пусть г» (Ё = 1,2,...) — рациональные числа 
сегмента [0, 1]. Показать, что функция 


п =1 


м-н << 
=] 


обладает следующими свойствами: 1) непрерывна; 2) диф. 
ференцируема в иррациональных точках и недифферен- 
цируема в рациональных. 

2797. Доказать, что дзета-функция Римана 


9) -; 


п= 


непрерывна в области х > | и имеет в этой области не- 
прерывные производные всех порядков. 
2798. Доказать, что тэта-функция 
++ © 
о = Хе 
П=—ю 
определена и бесконечно дифференцируема при х>> 0. 
2799. Определить область существования функциы 
[(Х) и исследовать ее на дифференцируемость, если: 
1 


уси», уфы 
в и ть 
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2800. Показать, что последовательность 
ро = атс хи (п=1 2...) 
п 


сходится равномерно на интервале (— оо, + со), но 
Пып (ФГ == тр, 1). 
По = п-—о 
2801. Показать, что последовательность 
Ь ©® =#+-— яп "(«+ >) 
сходится равномерно на интервале (— со, -- со), но 
[т  (хГ = Шт Ё, (>). 
— со п» 


2802. При каких значениях параметра а: а) после- 
довательность 


ры (х) = похе—"* (1) 


(п=1,2,...) сходится на сегменте [0, 1]; 6) последо- 
вательность (1) сходится равномерно на [0, 1]; в) воз- 
можен предельный переход под знаком интеграла 


1 
Нм | Ь ©) ах? 


2803. Показать, что последовательность 
В (х) = пхе-"® (п=\2,...) 


сходится на сегменте [0, 1), но 
1 1 


| Пип Ра О ах 2 Ит { Ё дах. 
2804. Показать, что последовательность 
Н) = пх (1-х) (п=12,...) 
сходится неравномерно на сегменте [0, 1], однако 
1 1 
т | Ь (д ах= [Нт Бах. 
п-—со 0п->° 
2805. Законен ли переход к пределу под знаком 


интеграла в выражении 
1 


и Е 0% 
ас $ 1 -- 02а 
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Найти: 


2806. |1 уе. 
РЕ , п жм- 1 


2807. Пт У (м —х"+). 


х-—1—0 п==:] 
2808. 1ш \-. 2808.1. Пт № М 
х---+0 — 21; д-рсо 5 1 пз 


2809. Законно ли почленное дифференцирование ряда 
х 
агсЁо то 2 
п= 


2810. Законно ли почленное интегрирование ряда 


на сегменте [0, 1]? 

2811. Пусть }(х) (— © <х< + э) — бесконечно 
дифференцируемая функция и последовательность ее 
производных [”) (х) (п = 1,2,...) сходится равномерно 
на каждом конечном интервале (а, 65) к функции ф (х). 
Доказать, что ф (х) = Се*, где С — постоянная вели- 
чина. Рассмотреть пример {, (х) = е-@—”, п=1,2,... 

2811.1. Пусть. функции [и (х), п=1, 2,..., — опреде- 
пены и ограничены на (— со, -{ ©) и В (х) ф (х) ва 
каждом сегменте [а, 5]. Следует ли отсюда, что 


Ит зир/[ (х) = зир ф (х)? 
п-> Хх х 


$ 5. Степенные ряды 


1°. Интервал сходимости. Для каждого сте- 
пенного ряда 


а а: (ха) +... -Р ап(х—а)й-Ь... 


существует замкнутый интервал сходимости: |х—а| = В, вву- 
три которого данный ряд сходится, а вне расходится. Радиуе 
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сходимости Е определяется по формуле Коши — Адамара 

1 ии 

= т "|. 

Е Пт УТан| 


Раднус сходимости Ю может быть вычислен также по формуле 


Е а 
В = Им й 
й>о 


@п+1 
если т предел, существует. 
°. Теорема Абеля. Если степенной ряд $ (х) = 


= У апх” (|х|< В) сходится в концевой точке х = А интер- 
п==0 
вала сходимости, то 
$5 (Ю) = Иш 5(»х). 
х-В—0 


3°, Ряд Тейлора. Аналитическая в точке а функция 
РС) в некоторой окрестности этой точки разлагается в степен- 
ной ряд 
ЛО 
Г) = (х—а)*. 
#1 
#=0 
Остаточный член этого ряда 


ф [3 
В.) =) -у г ©. ка) 


#=0 
может быть представлен в виде 
К) (а-+0(«—а)) 
твери ети х — 
В» (х) = а { 
(Форма Лагранжа), или в виде 
{п +1) Е . 
Ви (х) = Рети 1 — 0,)7 (< — а)" (0 < 0, <« 1 
(Форма Коши). 
Необходимо помнить следующие пять основных разложе- 
ний: 
и] 
1 ах +... И 
2! п 
и во 3х -| 6}. 
И зах... + (— 1" 


— а)"ч (0<60<1) 


>. — 1}! 
а 
ви 
(= < 4 =), 


ПЕ ыы «+ (— 1 
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Г. у тя и... 


тт—П... (п-1- 1 
п! 


...=- м --... (— 1 «ах < 1. 


У. ое .. а + (-— пи + а 
2 3 п 
(—1<х<1. 


4°. Действия со стеленными рядами, 
Внутри общего интервала сходимости |х—а| < В имеем: 


а) >. вл (х— а)" ви (х— 2)" = У (аа 8) («— а)"; 
п=0 п=0 


п=0 
9 Уи а Уи -ат = У д)", 
п==0 п=50 П==0 


Где Сп == вов, -- аб... -Р албо; 


я [$ (7 «| - У а-- Павы &«— а) 
ах й=0 


п=0 
— пуп а. ны @п — а)пчя, 
о | хе а) х и т (х — а) 


5°. Степенные ряды комплексной обла- 
сти. Рассмотрим ряд 


(=) 


у бп {= — а)”, 
п=0 
сл == ап 16, а= а + 8, а= ох щ, В= 1. 


Для каждого такого ряда нмеется замкнутый круг сходимости 
|г-а| = К, внутри которого данный ряд сходится (и притом 
абсолютно), а вне расходится. Радиус сходимости К равен ра- 
циусу сходимости степенного ряда 


т 
ем 


в действительной области. 


где 


Определить радиус и интервал сходимости и иссле- 
довать поведение в граничных точках интервала сходи- 
мости следующих степенных рядов: 


2812, у. 2813. их 


а=] @=) 


ОТДЕЛ У. РЯДЫ 


2817. 


2818. уе Р(==- я 
р 


2.4.6... (2") р ь 


2819. 2 | ей =. 


2820. у НИЕ 


в! 


Пе] 
2821. ух = +=)” (@>0, 5>0. 


х 
во т (а>0, 5>0. 


П==1 
а\т 


пы 
Фо 


3—7 м 
М1 
п=1 


2825 у МЕ: 
ь ба Пи 


® 


в=1 
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2826. у и (--)' х. 


п=] 
2827. у( тт + О +=)”. 
п=| 


2828. о. И бо 


п 


мп \п со 
1 2со$ — пз 
—— ал ‹) х". 2830. ) — 
шп 2" 

п=2 П= 


ЗО 
2831. Е, = (ряд Принсгейма). 


и= 


1 \ (п) 


2831.1. 


п=| 


(1—х)”, где у(п)— число цифр 
числа п. 
2831.2. у ны у. 
= пя 


2832. Определить область сходимости гипергеомет- 
рического ряда 


1+ —- Е х+-*@ + ПВФИ ж--... 


1.2.51 
>. ое бы = бен 


1-2...п.9 0-1... @-8-—1 


Найти область сходимости обобщенных степенных 
рядов: 


— 1 1 —х \ - } х 

2833. 2834. — п 
т т) Ут. 
п: 
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2835. у =. 2836. 2 (. ну", 
пы 


ыы 


= Зи (п! з 
2837, у о 18". 
2838. Функцию 
ГКХ =м 


разложить по целым неотрицательным степеням бинома 
%-1. 
2839, Функцию 


Но = 


(@ 0) 


а — 


разложить в степенной ряд: а) по степеням х; 6) по сте- 
пеням бинома х—6, где $ = а; в) по степеням ве Ука- 
Хх 


зать соответствующие области сходимости. 

2840. Функцию } (х) = п х разложить по целым 
неотрицательным степеням разности х—1 и выяснить 
интервал сходимости разложения. 

айти сумму ряда 


ыы {— ра 
р. п “ 


Я! 


Написать разложения следующих функций по це- 
лым неотрицательным степеням переменной х и найти 
соответствующие интервалы сходимости: 

2841. {(х) = вх. 2842. [(х) = сих. 

2843. [(х) = $пт?х. 2844. [(х) = а* @а>0). 

2845. | (х) = эт (в агсут х). 

2846. } (х) = соз (м агсят х). 

2847. Написать три члена разложения функции 
К»х) = о по целым неотрицательным степеням разно- 
сти х-—]. 

2848. Написать три члена разложения функции 
<) =(1+х)% (ЗО и [ (0) =е по целым неотри- 
цательным степеням переменной х. 

2849. Функции зт (х -Е Л)`и с0$ (х +- В) разложить 
по целым неотрицательным степеням переменной #. 
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2850. Определить интервал сходимости разложения 
в степенной ряд функции: 


ВИ Хх 
гв 2 —5х--6 


а) по степеням х; 6) по степеням бинома х—5, не произ- 
водя самого разложения. 
2850.1. Можно ли утверждать, что 


м 


({—1/— 290 на (—00, -- 0) 


х2п-1 


П=1 


при №М-— со? 


Пользуясь основными разложениями 1—У, написать 
разложения в степенной ряд относительно х следую- 
щих функций: 


2851. е-°. 2852. соб? х. 2853. уп8х. 
2854. 2, 0866 аа, 96 


хо (1 — х)2 1—5 


ее” х 
2857. п д/т== . 2858. 1 х— 22 ы 


1—х 


Указание. Разложить данную дробь на простейшиеь 
О: 06а, 
6 — 5х — хз (1 —х) 1 — х2) 
| 1 
1, о, 862. ————. 
2 1—х— 2 ь хм 
п Пе 
ха ° 
Чему равно {19° (0)? 


2862.1. [(х)= 


2863 х 0$ @ — х 2864 хзта 
у 1 — 2х с0$ < -- хз - | 1 — 2х со$ а-Ё х8 ы 
2865. — 251, 2866. 


1 
1— 2хсна-|- ха ° ая ь 
2867. ш(1-х-х--х7). 2868. е* со @ с0$ (хп а). 
Указание, Применить. формулы Эйлера. 
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Разложив предварительно производные, путем по- 
членного интегрирования получить разложения в сте- 
пенной ряд следующих функций: 


2869. / (х) = агсЁ х. Найти сумму ряда. { — ри , 


п=1 —1 


2870. | (х) = агсзтх. 0871. =). 
2872. | (х = ш(1—2хс0$ а -- ю- п(х-- 1+9) 


2873. Применяя аличеыЕ еды, найти разложе- 
ния в степенной ряд следующих функций: 


а) 9 -а+я (+3), 


6) Нд =--ш и: + > атс 


в) [(х) = агсёе -2 


а 


г) Г = атс — а ; 
д) хака вл 2%; 
е) {(х) = агссо$ (1 — 2х*); 
ж) [ (х) = х агсут х-+- 1-2; 
3) (д =хш(х--Т-)— Тя. 
2874. Используя единственность разложения 
р] 
РЕВ — 1 = Ро + +.. 
найти производные п-го порядка от следующих функций: 
а) #(х) =е”; 6) [(х) =ем, в) [(х) =аг&4х. 
= шо 
2875. Функцию #0) = т рии разложить по 
целым положительным степеням бинома х -{ 1. 
2876. Функцию [() = разложить в степен- 
ной ряд по отрицательным степеёням переменной х. 


2877. Функцию | (х) = шх разложить в степенной 


ряд по целым положительным степеням дроби т . 
2878. Функцию |(х) = —^_— разложить в сте- 
№1 х 
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пенной ряд по целым положительным степеням дроба 
х 


ых ° 
2879. Пусть 9=у’ =. Доказать непосредст“ 
п=0 
венно, что 


РГ = (У. 


2880. мы по определению 


__ жи _ 2741 ыы хп 
шо и и в (ри) ^ 
п 


Доказать, что 


ь Ве : 
а) 91х08 х == —- $112х; 6) 91? х--с05 х=1. 


2881. Написать несколько членов разложения в сте- 
пенной ряд функции 


по] 


Производя соответствующие действия со степенными 
рядами, получить разложения в степенные ряды сле- 
дующих функций: 


2882. [(х) =(1--х)е-*. 2883. [(х) =(1—ж) св Хх. 
2884. [(х) =? (1—2). 2885. [| (х) = 1-2) агс в х. 
2886. | (х) = е*созх. — 2887. [(х) =е 9 пх. 


2888. | (%) Я. 2889. [ (х) = (агсёи д), 
2890. Кд = (==). 


Написать три члена разложения (отличные от нуля) 
в степенной ряд по положительным степеням перемен- 
ной х следующих функций: 


2891. 1 =ых, 2892. (=, 
2893. Нод =евя—-—. 
49-2383 
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2894. Пусть разложение зес х записано в виде 


5есх = а 
(21)! 


Вывести рекуррентное соотношение для коэффици- 
ентов Е„ (числа Эйлера). 
2895.” Разложить в степенной ряд функцию 


= < 1). 
. 1—2 И 


2896. Пусть | (х) = ро а,х*. Написать разложение 
функции Ё(х)=—— 7 © р 
2897. Если ряд Я. Ч„Х" имеет радиус сходимости Ю., 
П— 


а ряд в. — радиус сходимости К., то какой ра- 
диус сходимости Ю имеют ряды 
а) У (4-8); 6 Хави? 
п=0. п=0 
2898. Пусть [= Ит 


пс 


Доказать, что радиус сходимости К степенного ряда 


[ист 


п—с 


@пы @п+1 


у а,х” удовлетворяет неравенству 
п=0 
{< В<Ё. 
2899. Доказать, что если | (х) =. а,х, причем 
п=0 


[11 а, |<М (п=Ъ2,...), 
где М — постоянная, то: 1) }(х) бесконечно дифферен- 
цируема в любой точке а; 2) справедливо разложение 


Но) кф" (41 +). 


п=0 


2899.1. Пусть { (х) С С“ (а, 5) и|(х)| < (п = 
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=0,1,2,...) при х С (а, 6). Доказать, что функция 
[(х) разлагается в степенной ряд 


Нх) = ру ал (х— хо)" (ж (а, 5), 


сходящийся в интервале (а, 65). 

2899.2. Пусть { (х) С С® [— 1,1] и (х) > 90 (п= 
=0, 1, 2,...) прих Е [— 1,1]. Доказать, что в ин- 
тервале (— 1,1) функция { (х) разлагается в степенной 
ряд 


оо 
Но) = У, алх". 
п—0 
Указание. Используя монотонность производных 


(п) (х) для остаточного члена Ал (х) ряда Тейлора функции 
ё {х), получить оценку 


| Вп (<) | 1х ИГО. 
2900. Доказать, что если 1) а, > Ои 2) существует 


Нт У, аах=5, то У а,В"=5. 
п=0 


х-—>В-0 п=0 
Разложить в степенной ряд функции: 
+ а 
2901. [е-"4р. — 2902. =. 
1— в 


х я 
2903. | а. 2904. { Е 
Хх 
0 


0 


х 
2905. | т (написать четыре члена). 
, № (1-2 


Применяя почленное дифференцирование, вычислить 
суммы следующих рядов: 


2906. ха +... 
хз х 

2907. хо, 
3 и 5 . 


8. 1 ЕЯ м: 
ыы + 2 т 41 + 
19* 
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2 хз 
О .. 
1.2 а 2.3 + 3.4 + 


р 9: 19:9 а 
2910. 1- ЗВ —ж-... 


Указание. Пронзводную ряда умножить на 1—х. 


Применяя почленное интегрирование, вычислить 
суммы рядов: 
2911. х-Е 2х2 - З +. 


2912. х—4х2 -- 9х3— 164 т 
2913. 1.2х - 2. 3х? - 3.43 -—... 


2914. Показать, что ряд у = Е т удовлетво- 
п=0 
ряет уравнению у!“ == у. 
2915. Показать, что ряд и = у. т удовлетво- 


п=0 


ряет уравнению ху” -- у’—у == 0. 


Определить радиус и круг сходимости степенных 
рядов в комплексной области (2 =х + и): 


2916. уе и. 


п==1 


2917. о 
++) | 


2918. ее. 
= {1--901-2)... (1-79 


2019. ) ыы. 
ва-в 


Па] 
эс 


2920. \@-“_, 
п (1 р ел 


2921. Пользуясь формулой бинома Ньютона, при- 
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3-— 
ближенно вычислить У9 и оценить ошибку, которая 
получится, если взять три члена разложения. 

2922. Приближенно вычислить: 


а) агсе 1,2; 6) 1000: в) о ; г) №625 


е 


и оценить соответствующие погрешности. 


Пользуясь соответствующими разложениями, вычис- 
лить с указанной степенью точности следующие значе- 
ния функций: 

2923. уп 18° с точностью до 107. 

2924. соз 1° с точностью до 107". 

2925. 46 9° с точностью до 10-3. 

2926. е с точностью до 10-8. 

2927. 1п 1,2 с точностью до 107%. 

2928. Исходя из равенства 


х се. 21 
— = агсхп —, 
6 2 


найти число п с точностью до 10-%. 
2929. Пользуясь тождеством 


ни ив. 
4 = атс 7 -- агс Бе 


вычислить число д с точностью до 0,001. 
2930. Пользуясь тождеством 


л 1 1 
— = 4 асе —— — асе —— 
4 “8-5 бэ’ 


определить число л с точностью до 10-°. 
2831. Пользуясь формулой 


мии +2 [- + .. .|, 


найти п2и п 3 с точностью до 10. 

2932. С помощью разложений подынтегральных функ- 
ций в ряды вычислить с точностью до 0,001 следующие 
интегралы: 


! ы п 
а) фе" 6) } е\хах; в) ая 


294 ОТДЕЛ У. РЯДЫ 


1 1 оо 
В 
р | хах; д) = ах 6) | Е. 
[9 0 р. 
1/3 
и“. 4х 
ю } у 9} 
6 6 
102 
т (1+ ,. 
а 
м 
1/2 12 1 
{ агс$1 
в | их 4 з) | ге 4; м) [= их, 
[1 |] [1 


2933. Найти с точностью до 0,01 длину дуги одной 
полуволны синусоиды 


у=зшх (0О<хзжл). 


2934. Найти с точностью до 0,01 длину дуги эллипса 
с полуосями а = Ти ф = 12. 

2935. Провод, подвешенный на двух столбах, рас- 
стояние между которыми равно 2{ = 20 м, имеет форму 
параболы. Вычислить с точностью до 1 см длину про- 
вода, если стрелка прогиба А == 40 см. 


$ 6. Ряды Фурье 


1°, Теорема разложения. Если функция | (х) 
кусочно-непрерывна и имеет кусочно-непрерывную производ- 
ную |" (х) в интервале (— [, /), причем ве точки разрыва & регу- 


лярны (т. е. [ (Е) = > [9 $—0) -+ЕЕ-О)]), то функция | (х) 


в этом интервале может быть представлена рядом Фурье 


= У" (вноо + бп о) {1} 
пы 


где 


1 
„= [бое = 4% (п=0102,...) 0) 
— 
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Я 
|. 


и=-- о п 


— 


В частности: 
а) если функция [(х) четная, то имеем 


Ко нс 


(3) 
п=1 
где 
1 
2 
ие ос ах п=0,12,...)}; 
0 
6) если функция [(х) нечетная, то получаем; 
и и Баз, 4 
= 
где 


[ 
$: = -— оо" т 


0 


Функцию | (х), определенную в интервале (0, [) и обладаю- 
шую в нем приведенными выше свойствами непрерывности, 
можно в этом интервале представить как формулой (3), так 
и формулой (4). 

2. Условие полноты. Для всякой интегрируемой 
на отрезке [— 1, [] вместе со своим квадратом ук (<) 
формально построенный ряд (1) с коэффициентами (2), (2) удов* 
летворяет равенству Ляпунова 


ах (п=1, 2, .« .}. 


1 
ан) = [4 


3°. Интегрирование рядов Фурье. Ряд 
Фурье (1), даже расходящийся, интегрируемой по Риману в ин* 
тервале (—1, 1) функции [(х) можно интегрировать почленно 
в этом интервале. 


2936. Функцию 
(<) = эх 
разложить в ряд Фурье. 
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2937. Каков будет ряд Фурье для тригонометриче- 
ского многочлена 


в 
Р„(х) = Хх (с со х-- В: т #2 


2938. Разложить в ряд Фурье функцию 
<) = зв1пх (-л<х<п. 
Нарисовать график функции и графики нескольких 
частных сумм ряда Фурье этой функции. 
Пользуясь разложением, найти сумму ряда Лейбница 
{— 0" 
2—1 ‘ 


п=1 


Разложить в ряд Фурье в указанных интервалах 
следующие функции: 


А, если 0% х<ё 
0, если [<х<4, 


где А — постоянная, в интервале (0, 2). 
2940. | (х) = х в интервале (— л, лм). 
2941. [(х) = — в интервале (0, 2л). 
2942. Р(х} =|х| в интервале (—л, л). 
ах, если —п<х<50; 
29 н9- ьх, если 0<х<л, 
гдеаи В — постоянные, в интервале (— л, л). 
2944. | (х) = л?—х? в интервале (— л, п). 
2945. | (х) == созах в интервале (—л, л) (а— 
не целое). 
2946. } (х) = зтах в интервале (—л, л) @— 
не целое). 
2947 | (х) = пах в интервале (— л, л). 
2948. | (х) == еах в интервале (— А, №). 
2949. | (х) =х в интервале (а, а -- 21. 
|: 
в 


2939. [(х) = [ 


2950. [(х) = хзпх интервале (— ля, л). 
2951. {(®) = со ОЙ. 
<) = хсозх интервале ( Е > ) 


Разложить в ряды Фурье следующие периодические 
функции: 
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2952. } (х) = з5п (соз Хх). 
2953. [(х) = агсзт (яп х). 
2954. {| (х) = агсзт (с0$ х). 2955. [(х) = х-— [х№. 
2956. } (х) = (х) — расстояние х до ближайшего це- 
лого числа. 
2957. [(х) = |531 х]. 2958. Р(х) = |с0$ х|. 
2959. д У (|< 1). 
япх 
п=1 


2960. Разложить в ряд Фурье функцию 
л л 
(о) = зесх (-—+<=<-—). 


Указание. Вывести соотношение между коэффициев- 
тами @л И @л-о. 

2961. Функцию | (х) = х* разложить в ряд Фурье 
7 в интервале (— л, л) по косинусам кратных дуг} 
6) в интервале (0, пл) по синусам кратных дуг; в) в ин- 
тервале (0, 2л). 

Нарисовать график функций и графики сумм рядов 
Фурье для случаев а), б) и в). 

Пользуясь этими разложениями, найти суммы рядов: 


1 (— 1741 1 
Я тии И а 
п? п? (21 — 1} 
= п=] п=| 


2962. Исходя из разложения 


к ни (-лчк<я) 
п 
п=! 
почленным интегрированием получить разложения в ряд 
Фурье на интервале (— л, л) функций х?, хи м. 
2963. Написать равенство Ляпунова для функции 
1 при |х|<а; 
[= 

0 при «<х|<л. 

Асходя из равенства Ляпунова, найти суммы рядов: 


2о со 


$11? па с052 па 
и г та 
па п? 


п=1 п=1 
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2964. Разложить в ряд Фурье функцию 
х, если 0<х<1; 
К =1 Ъ если 1<х< 2; 
3—х, если 2 < хз3. 
Пользуясь формулами 
свх=-- (1+2), пя (:—1, 


где # = екиё = г, получить разложение в ряд Фурье 
следующих функций: 
2965. с05" х (т — целое положительное число), 


дзтх 
р 1 — 24 с0$ х-| 4 (191<1. 


} — 9 
еее ети (1911). 
2968. —— 1150 (|<). 


1 — 2960$ х-{ 9 
2969. |п (1—29 соз х + 9%) (91< 1. 


Разложить в ряд Фурье неограниченные периодиче- 
ские функции; 

2970. Нд шт -=- |. 

2971. Род 1 [воз -=- |. 


2972. (о=Ш | ш— 


2973. Разложить в ряд Фурье функцию 


х 
НО - ^/ в | @& (-п<х< п). 
0 
2974. Разложить в ряд Фурье функции 
х == х ($), у=у(5) О << 44), 
дающие параметрическое представление контура квад- 
рата: О <х<а, О<у<а, где $ — длина дуги, от- 


считанная против хода часовой стрелки от точки О 
(0, 0). 
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2975. Как следует продолжить заданную в интер- 
вале (0, л/2) интегрируемую функцию | (х) в интервал 
(—л, л), чтобы ее разложение в ряд Фурье имело вид 


[&) = Ха. с0$ (2п — 1х (—-л<х<л}? 


2976. Как следует продолжить заданную в интервале 
(0, л/2) интегрируемую функцию { (х) в интервал 
(— л, л), чтобы ее разложение в ряд Фурье имело вид 


[@®) = т. (2—1) х (—л<х<л} 
2977. Функцию 
НК =х (-=-—) 


разложить в интервале (0, л/2): 

а) по косинусам нечетных дуг; 6) по синусам нечет- 
ных дуг. 

Нарисовать графики суммы рядов Фурье для слу- 
чаев .) и.б). 

2978. Функция | (х) антипериодична с периодом п, 
т. е. 


[+ =—1[ (5). 


Какой особенностью обладает ряд Фурье этой функ- 
ции в интервале (— л, п)? 

2979. Какой особенностью обладает ряд Фурье функ- 
ции | (х) в интервале (— л, я), если | (х - п) =[(х)? 

2980. Какими особенностями обладают коэффициенты 
Фурье аи, В, (п =1,2,...) функции у = [(х) периода 
2л, если график функции: а) имеет центры симметрии 
в точках (0, 0), (+ л/2, 0); 6) имеет центр симметрии 
в начале координат и оси симметрии х == -Е 1/2? 

2981. Как связаны между собой коэффициенты Фурье 
а», бы ии, Ви (п=0,1,2,,..) функций ф (х) иф (), 
если 


ф (— х) =ф (*)? 
2982. Как связаны между собой коэффициенты Фурье 


ал, бы и ал, № (@=0,1,2,...) функций Ф (х) иф (*), 
если 


Ф(-д =—$60? 
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2983. Зная коэффициенты Фурье а, 8, (п =0, 1, 
2,...) интегрируемой функции | (х), имеющей период 
2л, вычислить коэффициенты Фурье а, В, (п == 0, 1, 
2,...) «смещенной» функции } (х + №) (й = сопз\). 

2984. Зная коэффициенты Фурье а„, 8, (а =0, 1, 
2,...) интегрируемой функции } (х) периода 2л, вы- 
числить коэффициенты Фурье Д„, В, (п = 0, 1,2,...) 
функции Стеклова 


о-в. 
жж № 


2985. Пусть { (х) — непрерывная функция с перио- 
дом Эл и ал, В, (п =0, 1,2,...) — ее коэффициенты 
Фурье. Определить коэффициенты Фурье Ал, В, (п = 0, 
1, 2,...) свернутой функции 


о [ога 


Пользуясь полученным результатом, вывести ра- 
венство Ляпунова. 


$ 7. Суммирование рядов 


1°. Непосредственное суммирование, 
Если 


Ив == 9л+1 — п=Ь2а...) и И ол 9, 
п» 


[3 
у Ип = 9 — 91. 
й=1 

8 частности, если 


ь 1 
г ИО ПОЛЕ ЕО оочень" | 
@п@п+1 . › - @лт 


где числа а; {= 1, 2,,..} образуют арифметическую прогрес- 
сию со знаменателем &, то 


1 1 
ов = = — 0. 
та @л@п+1 + › ‹ @лт— 
В некоторых случаях искомый ряд удается представить 
в виде линейной комбинации известных рядов: 


и» г». 
р в те = 6 ' 


#=1 = 
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2 
(— 17-1 ЕЕ лз 
п? 12 


П= 


[= 
2. Метод Абеля. Если ряд)` ал сходится, то 
П=) 


[52-2 ..-2 
У = Ша Увы. 
== 


п—0 х—=1— 


со 
Сумма стеленного ряда > аихп в простейших примерах нахо- 
1—0 
дится с помощью почленного дифференцирования или интегри“ 
рования. 


3°. Суммирование тригонометрическия 
рядов. Для нахождения сумм рядов 


со оо 
у ап со ПХ и У ап Ут пх 
п=0 п=1 


их обычно рассматривают как действительную часть и соответст» 
венно как коэффициент мнимой части суммы степенного ряда 


[= 
в комплексной области у ап", где 2=е. 
= 
Здееь во многих случаях полезен ряд 


г 1 
у Е (121<1). 


Найти суммы рядов: 


1 1 1 
м а. 


о ЕО ВЕ ИЕ ВЕ 


1.2.3 2.3.4 3.4.5 
И ВЕНЫ РАНЕ РЕ РОИ 
1.2 2.3 3.4 4.5 
2989. я ен Ее, 

(п 1) +2) 1+3) 
п—=1 


1 
2990. ) я к. ь 
ЕТ (п— натуральное число) 


п= 
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-- 


1 


1 


Е 
2992. у в 2993, у 1. 
п —] п? (п-- 1) 
п=2 п=1 
2994. о 1. 20%, у ть 
п (21 -- 1) м 
п=| п! 
2996 <)" 2997 ее 
г п! ы : п (п-- 1} ° 
р! п 
1 
25. ) рр 
пы 
2999. 1, 3000, ве 
(28+ 1 ы т--п—2 ь 
п=0 п=2 


3001. Пусть Р (х) = ав Ра +... -- ам". Найти 
сумму ряда 


_Р® им, 
в! 
П=1 


Найти суммы следующих рядов: 


8002. ). 1 м 3003. р О 
отт т 
п=0. пы) 
3004. УЕ, 3005, пт, 
(2п)1 (28-1 


П=0 


С помощью почленного дифференцирования найти 
суммы рядов: 


у 
Дип‘ 


п=0 


оо 
( — 17-1527 


п (21 —1) 


3007, 


а 
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8008 РЕ и 
. 4-1 ° 


3009. аа-+а.. - [а-+ п— па] 


4.24... па `^ (9>0, 


п=!| 


Указание, Производную ряда умножить на 1—х. 
1х 1.4 х \ 1.4.7 

3010. = а) (-- у 
32 Е 3-6 2 69. 3.6-9 а 

С помощью почленного интегрирования найти суммы 

рядов: 

3011. У. лах"—, 3012. У л(п--2)х. 

П==1 П==1 


2 
3013. у их”, 


Ш 
п=0 


Используя метод Абеля, найти суммы следующих 
рядов: 


3014. 1————... 


4 7 10 
1 1 1 
3015. ее ‚х.з 
1 1-3 1.3.5 
16. ——+——— тв 
м | 2 + 2-4 2.4.6 + 
1 1 1.3 1 
017. 1 ах В -КО УЕЫ ‚фо 
ь ы 2 3 2 2.4 5 т 
Найти суммы следующих тригонометрических рядов- 
3018. у ыы 3019. у кеты: 
п п 
п=1 п=} 
3020 Ут ла $тлх 


п 
пы! 
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3021. уз миа (<<). 


3022 5т (21 —х 
° 1—1 


3023. И, 


3024 с0$ (21 — Пх 
| (2—1 


3025. С. 
в (п-- 1) 


3026 <0$ пх 


п=0 


8027. Построить кривую 


зо 
т пхп лу _ 0 
пз а 
п=1 


Найти суммы следующих рядов: 


3028. р. Рея. 3029. уе 
п=1 п=0 


(2п)! 
И 7 
"Е ЗИК: ИНН 
: х-+1 ы «Иа -2) ЗЕ 
3! 
ы «+1 (+2 @-3) в 
@2 


З031. — “о 


ах ах вх 


+... при условии, 


что х> 0, аа > 0 п=12,...} и ряд = рас- 
(С 
пы 


ходящийся. 
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с х х : хз 

3032. 1—2 + 1 — 7 п -|- о если 
а) |х|<1; 6) |х|>1. 

[1 ха | | 

ее а аа ив’ И а) |х!<< В; 6) [х|>1. 


$ 8. Нахождение определенных интегралов 
с помощью рядов 


С помощью разложения подынтегральной функции 
в ряд вычислить следующие интегралы: 


1 
3034. (о 4х. 3035. кун) М) 
0 9 . 
1 
3036. ея. а ах. 
[И 
1 
3037. | хР-1 п (1—9) 4х (р>0, 9>0). 
1 
3038. | тх.1а (1— Хх) ах. 
{оо я 
3039. | 3 - 
е? ях — | 


3041. Разложить по целым положительным степеням 
модуля А (0 < & <!) полный эллиптический интеграл 


1-го рода 
л/2 


ЕВ = | рее. ИИ 
ы А — Рф 


3042. Разложить по целым положительным степеням 
модуля Ё (0 < #<!1) полный эллиптический интеграл 


2-го рода | 
я! 
Е) = [ МТ Вятф 49. 
[и 
3043. Выразить длину дуги эллипса 
х = 450$ $ х= фт (0<2<&2я)} 
20-—г383 
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с помощью ряда, расположенного по целым положитель- 
ным степеням эксцентриситета. 


а равенства: 


оо 


4 т жа с: Зе т п! ай, 
8045 } е-* пах ах == и Ч 


21 
8046. | * с0$ ($11 х) с0$ пх 4х = а (п=0, 1,2,...). 


Найти! 


2п 
8047. | её 03 с0$ (азтх—пх) 4х (п— натуральное 


число). 


л 
3048. | ОЕ 5. ЕВ 
5 


1 — 2а с0$ х-{ а? 


Указание См. пример 2864, 
п 
8049. | 1п (1 — 24 с0$ х- а?) 4х. 


3050. Доказать формулу 
ити... 
а 
Г] 


ис 


где а>0и0< 0, —< 1. 
С какой точностью выразится интеграл 


+= 
| ВНЕ ах, 
у 1000-х 


если в формуле (1) взять два члена? 


9им! 
мым. (0 
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$ 9. Бесконечные произведения 


1°. Сходнимость произведения, Бесконечнов 
произзедение 


ара + * сле в =  Рв (1) 


п=] 


называется сходящимся, если существует конечный и отличный 
от нуля предел 


п 
Вт Ур = т Ри = Р. 
=—<00 


0—0 =] 


Если Р = 0и ни один из сомножителей ри не равен нулю, 
то произведение (1) называется расходящимся к нулю; в против- 
ном случае произведение называется схобящимся к нулю. 

Необходимым условием сходимости является 

Им рта» 1. 


по 


Сходимость произведения (1) равносильна сходимости ряда 


У пра. @) 


п=1, 


Если рп == 1-- д (п = 1, 2,...) и ©л не меняет знака, 
то для сходимости произведения (1) необходимо и достаточно, 
чтобы был сходящийся ряд 


со 


У, бд = У (Р"— 1). (3) 


П=1 п=1 


В общем случае, когда @„ не сохраняет постоянного знака 
и ряд (3) сходится, произведение (1) будет сходиться или расхо- 
диться к нулю вместе с рядом 


со С. 
5 (р, 1). 
П=} п=1 


2°. Абсолютная сходимость. Произведение (1) 
называется ` абсолютно или условно (не абголютно) сходящимся 
в зависимости от того, абсолютно или условно сходится ряд (2). 
Необходимым и достаточным условием абсолютной сходимости 
произведения (1} является абсолютная сходимость ряда (3). 

3°. Разложение функций в бесконечные. 
произведения, При — © <“ х < -- © имеют место раз- 
ложения 


2 


й г х г 4х2 
НХ 1— С0$ Хх = = —_ 
| Л ПЦ [ (21 — 1)3 51 ]. 


п=] п=1 
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В частности, из первого при х = л/2 получаем формулу 


Валлиса 
[=] 
=] 21 , 2 
2 2—1 92-1 ° 


п=2 
и — | 2 
3052 П-язт о 
Бы 2 1 
3053. телят = 
3054. ПО+С -)“]=2. 
3055. Ц ие. 
3056 <= а = —_ р 
5 в 
3057 И% > = 
3058. П = (|< 1). 
3059. и Ре а 
№ + ТАНЯ 


ы Зп Зл 2х 
3060, П З—1 ЗЕ 3/3 ь 


Доказать сходимость и определить значения следую- 
щих бесконечных произведений: 


со *— со 
3061. Ц 4 . 3062. ++) 


п==1 
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(21-1) (21-7) 
Зов: П (21+ 3) ("--5) ° 


пы] 
3064. [ а-5“”” (а>0). 
пы 
3065. Следует ли из сходимости произведений ] р» 
п=1 
и 4 сходимость произведений: а) П (Ри - 9}; 
П= п= 


6) П ра; в) Ш Ради} Г) 
П=1 П=| 


п= 


в 


Исследовать сходимость следующих бесконечных про- 
изведений: 


т и 
3066. П - 3067. Пе ее 


3068. (+). 3069. П@--°). 
п 
3070. Пе т) 


3071. П Е. где п? ап--Ь>0 при 


ет п--ап--б 
п-т 
г п— а!) па)... (п— ар) 
3072. —_—ыо р, ге п>Ь 
ДЛ и) ив)... ей 
(=1,2,..., р). 


+1 г 
3073. ПА ы . 3074. ==. 
3075. ИЕ. 


п=1 


3076. п Уп 307. | (1 4+ =) ея, 


п} 
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3078. Й (1- - ы: ы =”, где с>0. 


3079. п (1— "). — 3080. | 


п= 


|] 


не — 


3081. 

п=1 
3082. (: ее ) ея 
3083. (1 -- = \ соз 

П 

2 эт — ь 
3084. П . 
х 


|. 
п 
| 


п 
3085. П Уши) —№л. 
3086, Доказать, что произведение П ©0$ х„ сходится, 
если сходится ряд Па. 


3087. Доказать, что произведение ре (= + а» ) 
П=1 


Е! 
(| а <) сходится, если абсолютно сходится ряд 


п 
а. 


й=1 


Исследовать на абсолютную и условную сходимость 
следующие бесконечные произведения: 


3088. П Г. Г =]. 
3089. > т | 
[+ 
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3090. Пр =| 3091. ПО Е <]. 


3092. т Е 3093. Ш и-"”. 


П Ап + (— 1" я 
369. ПИУм-5". 3095. |] |1+ 
пы 


п==} 


3096. | =. (- =) | 
ке) (и) (и) (т) 

= (==) 

| ва 

3098. Показать, что произведение 
сеЗОе 
сходится, хотя ряд | 
РЕ ЫЕ- ря 


- ее ——)+. 
расходится. 


(= чи ]. 


3099, Показать, что произведение ны где 
п= 


если п=2—1, 


а | ‚ если п=2, 


Е" ЕЕ 


сходится, хотя оба ряда ан р @2 расходятся, 
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в-У'-= 


п= 


3100. Пусть 


(дзета-функция Римана) и р, (п=1,2,...) — после- 
довательные простые числа. 


Доказать, что П [а . ) = 


[3 


п= 
© 
—1 
3101. Доказать, что произведение П 1— -—) и 
Ра 
пы 


[> = 


ряд у ‚› где р» (п=1,2,...)—последовательные про- 
Рз 
п=1 
стые числа, расходятся (Эйлер). 
3102. Пусть а, > 0 (п=12,...)и 


и _ _Р_ 1 
т а +9(-„=) ©>9. 
Доказать, что 
1 
= 0*(-; . 


Указание. Рассмотреть 
Г. -2 
В а 1 \? 
Ит апп? = а — 1+) . 
по ап п, 
п=] 


3103. С помощью формулы Валлиса доказать, что 
1.3.5... (8-1 
2.4.6... (п) а . 
3104. Доказать, что выражение 
пе" 


@и = 17413 


имеет отличный от нуля предел А при п - <. 
Вывести отсюда формулу СтирлЛинга 


т = АпНе-" (1 2„), 
тде Нт г, =0 А =//2д. 


пс 
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Указание. Искомый предел представить в виде беско- 
печного произведения 


:. 


А = Им аа=а: | аплл/ал. 


пс = 


Для определения константы А воспользоваться формулой 
Валлиса. 


3105. Согласно Эйлеру гамма-функция Г (х} опреде- 
ляется следующей формулой: 


: пи 
Г(х) = Ит —_—__—_. 
п х (х-- ). . ‚ (хп) 
Исходя из этой формулы: а) представить функцию 

Г (*) в виде бесконечного произведения; 6) показать, 
что Г (х) имеет смысл для всех действительных х, не 
равных целому отрицательному числу; в) вывести свой- 
ство 


Ги =хГ С); 


Г) получить значение Г (п) для п целого и положитель- 
ного. 


3106. Пусть функция { (х) собственно интегрируема 
на сегменте [а, 6] и 
ве -— ‚№=Ё (а) (=.2....1). 


Доказать, что 


5 
$1 дах 


пт аа) =, 


П-роо $0 


3107. Доказать, что 


в п 
П С) 
т и 
У а) 


{=0 


тде а>0и >> 0. 
3108. Пусть р (х) п=1, 2,...) — непрерывные 
функции на интервале (а, 5) и | (| < п=Ь 


2,...), где ряд У, с, сходится. 
п= 
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Доказать, что функция 


Е = Пай 01,6155. 


непрерывна на интервале (а, 5). 
3109. Найти выражение для производной функции 


Ед =Пи+/, 69. 


Каковы достаточные условия существования А” (х)? 
3110. Доказать, что если О<%хж у, то 
х(х-1...(-л) 210 
п-+ю УЕ. «(и п) 


8 10. Формула Стирлинга 
Для вычисления л! при больших значениях п полезна фор 
мула Стирлинга 
п! = А/Элп пей 0128 (030, < 1). 


Пользуясь формулой Стирлинга, приближенно вы- 
числить: 


3111. 41001 312. 1.3.5... 1999. 


3113. 13:5... 3114, С®. 
2.4.6. ‹ . 100 

95: = 
20! 30! 50! 


1 


2х 
3116. | (1—2) 4х. 317. | $11200 хах. 
3118. Вывести асимптотическую формулу для про- 


изведения 
(2—1! = 1.3.5... (2и— И. 
3119. Приближенно вычислить Ст, если п велико. 
3120. Пользуясь формулой Стирлинга, найти сле- 
дующие пределы! 
2) Ум; бит —^ 
П-со П-оо Ут 
в) Нм Пе. ПА 


ЮО 


1-х п (8—1 пью п? 


$ И. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГОЧЛЕНАМИ 315 


8$ 11. Приближение непрерывных функций многочленами 


1°. Интерполяционная формула Лаг- 
ранжа. Многочлен Лагранжа 


Ри (а) = у а Ею. 


р о) ее ИЯ + $ бя) х 


обладает свойством Р.(х) = у; (=0,1,..., п). 
Многочлены Бернштейна. Если | (х) — 
непрерывная на сегменте [0, 1] функция, то многочлены Бернш- 
тейна 
п 


Ва (© =): (--) Ск! (1 х)"— 
2—0 
при Й -> со сходятся равномерно на сегменте [0, 1] к функции 
Е®. 


3121. Построить многочлен Р„(х) наименьшей сте- 
пени п, принимающий заданную систему значений: 


Чему приближенно равны 
Р.(—1), Р,„ (1), Р„ (6)? 


3122. Написать уравнение параболы у = ах* -- 
-Е 5х - с, проходящей через три точки: А (%—й, у_,), 
В (ж, 1%), С (ж% + Ь, и). 

3123. Вывести формулу для приближенного извле- 
чения корней у = Хх (1 <х < 100), используя зна- 
чения № =1, фш=Е Хх, = 25, у=5; х, = 100, 

0 


3124. Вывести приближенную формулу вида 
т х° 2 ах - 6х3 (0 <х< 90; х = ас х°), 
используя значения 
та 
2 
Пользуясь этой формулой, приближенно найти: 
п 20°, зщ 40°, зш 80°. 


&1п 0° == 0, чт 30° = — , зш 90° = 1. 
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3125. Построить для функции | (х) = |х] на сегменте 
{—!, |] интерполяционный многочлен Лагранжа, при- 


1 
няв за узлы точки: х-== 0, =>, = 1. 


3126. Заменив функцию у (х) многочленом Лагранжа, 
2 


приближенно вычислить Гу (®) ах, где 
0 


о Е В ПЕ И 


3127. Составить многочлены Бернштейна В„ (х) для 
функций х, х?, хз на сегменте [0, 1]. 

3128. Написать формулу многочленов Бернштейна 
В, (х) для функции } (х), заданной на сегменте [а, 6]. 


3129. Приблизить функцию { (х) = Не на сег- 
менте [—1, 1} многочленом Бернштейна В. (х). 
Построить графики функций у = Ее и и= 


== В. (х). 

3130. Приблизить функцию Е) = &| при 
—1 < х < 1 многочленами Бернштейна четного по- 
рядка. 

3131. Написать многочлен Бернштейна В,» (х) для 
функции 


Ро) = 2** (а<х<б. 
3132. Вычислить многочлен В» (х) для функции 
{(*) = с0з х на сегменте Е те. 
3133. Доказать, что |х| = НшР, (х) на сегменте 
[--1, 11, где г 


1 13...09 о 
в. 2 2. 2.4... (98) а 
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3133.1. Пусть |) С СШ, В] и 


Г 
Мь= | ах=0 (=0,1,02,...). 


Доказать, что } (х) =0 при х С (а, 6]. 


Указание. Использовать теорему Вейерштрасса об 
аппроксимации непрерывной функцри многочленами, 


3134. Пусть } (х) — непрерывная 2л-периодическая 
функция и аи, 6, (п = 0, 1,2,...) — ее коэффициенты 
Фурье. Доказать, что тригонометрические многочлены 
Фейера 


п 


и (х) = ==: о) (а: с0$ {х + Ызт 1х) 


о сходятся к функции [|(х) на отрезке 
—л, Л]. 

3135. Построить многочлен Фейера см (х) для 
функции 


< =[| при — лзх<л. 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ 
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


ОТДЕЛ \! 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


$ 1. Предел функции. Непрерывность 


1°, Предел функции, Пусть функция [(Р) = 
== [(х1, Хх» ..., Ая) определена на множестве Е, имеющем 
точку сгущения Рь. Говорят, что 
Ит #(Р)=А, 
Р-Р. 
если для любого г >> 0 существует 6 = 6 (г, Р,) > 0 такое, что 
ЕЕ (Р) — А] <», 
если только РСЕн О < р(Р, Ру) < б, где р (Р, Ро) — рас 
стояние между точками Р и Ро. 
2°. Непрерывность. Функция [(Р) называется 
непрерывной в точке Ру, если 


Вт (Р) = КРо. 


Функция [(Р) непрерывна в данной области, если она непре+ 
рывна в каждой точке этой области. 

3°. Равномерная непрерывность. Функция 
Е(Р) называется равномерно непрерывной в области С, если для 
каждого = >> 0 существует 6 > 0, зависящее только от &, та- 
кое, что для любых точек Р’и Р”’ из С имеет место неравенство 


Г (Р) — (РИ) < в 
если только 
р (Р’, Р”’) < 8. 
Функция, непрерывная в ограниченной и замкнутой об- 
ласти, равномерно непрерывна в этой области, 


Определить и изобразить области существования 
следующих функций: 


3136. и=х--^/у. — 3137. и=т— +. 
3138. и. 3139. и. 


Ае-у— 
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3140. и л/с -у— 14). 


3141. ие А/к и. 

2х— 2—3 
3142. и бе. 
3143. и= Ш (—х— 9). 


3144. и = агсят -^, 
х 


3145. и = агссо5—^, 
х 

3146, и= агсят —^— - агсыи (1—9). 
у 


3147. и= лит (8-9). 
3148. и == агссо5 ——___. 
у 
3149. и = п (ху2). 3150. и=ш(—1—м—й +2), 


Построить линии уровня следующих функций: 
3151. 2=х-ру. 3152. 2=@-у. 
3153. 2=28—12, 3154. 2=(х+ и). 
3156. 25-4. 3166, И. 
х эл 
3157. 2=^/ху. 3158. 2=|х|-Ну. 
3159. 2=|х| +11 —|х-Ри|. 
3159.1. 2= пит (х, у). 3159.2. г= тах ((х|, [у]. 
3159.3. 2=тй1(х?, и). 3160. 2=@“ и. 
3161. 2= 2х (х>0). 3162. 2= ме-* (х>0). 


са. (х— а) -+ и 
3163. 2г=Ш ЕТ ИИ (@>0). 


> - 2ау 
3164. г= а (а>0). 
3165. г = зп (51 х 51 и). 


Найти поверхности уровня следующих функций: 
3166. и=х фу +. 3167. инж Ни А. 
3168. и = х? -+- у? — 22, 3169. ц = ТИ 
3170, и = $60 Е (хи? - г). 
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Исследовать характер поверхностей по данным нх 
уравнениям: 


3171. 2а= [(у—ах). 3172. 2 = Рх- у). 
= =#(-9_ 
3173. 2—5 ( “). 3174. 2 К Е ). 
3175. Построить график функции 
Е (1 = | (со$ & зт В, 
где 
1, если у>х, 


а | 0, если у<х. 
3176. Найти | (1, -^), А 
1 айти / ( -) если [(х, и) я 
3177. Найти }(х), если 
{ )= Ах 

х х 
8178. Пусть : 

2= у +1 (4—1. 


Определить функции } и 2, если 2 = х при у = 1. 
3179. Пусть 


= х Ру-- | (у). 
Найти функции [ и 2, если 2 = х? при у = 0. 
3180. Найти {(х, и), если Р(х Ну, ^^) = х— 1. 
3181. Показать, что для функции : 


(х>0). 


х—у 


ху 


Их, = 
и ре 
и а 
в то время как Но Р(х, и) не существует. 


у 
3182. Показать, что для функции 


ые ОЙ 
та 


Шт (1 = Нм (1 = 
о а ьь = 
тем не менее Ни [(х, У) не существует, 
Х—> 
у-—0 


имеем 


$1, ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ, НЕПРЕРЫВНОСТЬ 32] 


3183. Показать, что для функции 


Их, у) =(х- учт т 
х 


оба повторных предела 11 (м Ё(, у) и Им [по Кх, у} 
х—>0 (у>0 у—0 (х->0 
не существуют, тем не менее существует Пт { (х, и) = 0. 
х>0 
и—>0 
3183.1. Существует ли предел 


3183.2. Чему равен предел функции 
1х, у =хе 

вдоль любого луча 
х == 1605 @, у = [та (0<#<+ ®) 


(фу) 


при # — -- ©? 
Можно ли эту функцию назвать бесконечно малой 
при х- © иу- о? 


3184. Найти ой у) и Ча {Пиз (®, у} 
если: 


х2-|- 5? 
а) [(х, = вы Бр = о; 
ху у 
6) [(х, Иа а = оо, б= --0; 
; : лх , 
в) | (х, Е а = о, 6 = о; 
г) К», = — ‚ а=0, В= о; 
ху 1 ху 


д) Нх, у) = 103, (х-Р у), а=\, Ь=0. 

Найти следующие двойные пределы: 

3185. п, 3186, Ни, 
жи 


х- © — хи у? хо 
+ с ус 


3187. т - и 3188. Пт (а -р у етой, 
х->0 х во 
у—>а и 

21-2383 
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3189. 1 ху У". 3190. Пт (ха-- узи, 
РЕН эм _. ИУ) 
-- у+0 


у->-гсо 


3191. щи +". 
Хх 


3192. пт Пе, 
0 Мячи 

3193. По каким направлениям ф существует конеч- 
ный предел: 

а) п ее 6) Пт ге". чп ху, 

о>-о р--5 со 

если х = р с0$ фиу = рум 9? 

Найти точки разрыва следующих функций: 


3194. и. 315. и, 
ра ху 


хе -- у 
3196. и, 3197. инт, 
ж-у ху 
3198, и, 3199. и=Ш (1—9), 
эпхзтиу 


3200. и=—.. 
хуг 


| 


Аи — в и— +0 

3202. Показать, что функция 

2 
—_, если 2 -- 520, 
[Е )=? у 

0, если х?-|- у" =0, 
непрерывна по каждой переменной х и у в отдельности 
(при фиксированном значении другой переменной), но 
не является непрерывной по совокупности этих пере- 


менных. 
3203. Показать, что функция 


еу | 

0, если х?-- у? =0, 
в точке О (0, 0) непрерывна вдоль каждого луча 
х = #505 9, у = ёзта (<< +9), 


3201. и = п 
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проходящего через эту точку, т. е. существует 
Нт (сова, Ето) =[ О, 0); 
{0 


однако эта функция не является непрерывной в точке 
(0, 0). 

3203.1. Исследовать на равномерную непрерывность 
линейную функцию и = 2х—Зу - 5 в бесконечной пло- 
скости Е? == {|х| < о, |у| < <}. 

3203.2. Исследовать на равномерную непрерывность 
в плоскости Е? == {|х| < - ©, |у| < + ©} функцию 


и=ият Я. 
3203,3. Будет ли равномерно непрерывной функция 
р л 
Нх, у) =яп = 
в области хз - у? < 1. 
3203.4. Дана функция и = агсзт =. Является ли 


у 
эта функция непрерывной в своей области опреде- 
ления Е? 
Будет ли функция и равномерно непрерывной в об- 
ласти Е? 
3204. Показать, что множество точек разрыва функ- 


ции } (х, и) = хи, если уэё0и][(х, 0) = 0, не 


является замкнутым. 
3205. Доказать, что если функция | (х, и) в некото- 
рой области С непрерывна по переменной х и равно- 
мерно относительно х непрерывна по переменной у, то 
эта функция непрерывна в рассматриваемой области. 
3206. Доказать, что если в некоторой области С 
функция } (х, и) непрерывна по переменной х и удовлет- 
воряет условию Липшица по переменной у, т. е. 


Ре у) Е, < У 
где (х, у’) С С, (х, и") С Си — постоянная, то эта 
функция непрерывна в данной области. 

3207. Доказать, что если функция {(х, и), где 
(х, у) СБ, непрерывна по каждой переменной х и у 
в отдельности и монотонна по одной из них, то эта функ- 
ция непрерывна по совокупности переменных в области Е 
{теорема Юнга). 

3208. Пусть функция | (х, у) непрерывна в области 
а<х<А, 6 < уз В, а последовательность функций 
21* 


824 ОТДЕЛ \Т. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 


Фи (Хх) (п=1,2,...) сходится равномерно на [а, А] 
и удовлетворяет условию В < ф, (х) < В. Доказать, 
что последовательность функций 


Ра(х) = Р(х, Фи(х)) п=12,...) 
также сходится равномерно на [а, 4]. 
3209. Пусть: 1) функция { (х, у) непрерывна в области 
К а<х<А; 6<у< В); 2) функция ф (%) непре- 
рывна в интервале (а, А} и имеет значения, принадле- 
жащие интервалу (5, В). Доказать, что функция 


Е (х) = [(х, Ф (%)) 
непрерывна в интервале (а, 4). 

3210. Пусть: 1) функция | (х, у) непрерывна в обла- 
сти А а х<А; < у< В); 2) функции х = ф (и, и) 
и у == (и, о) непрерывны в области Ю’(@'<и< А’; 
ь’ << В’) и имеют значения, принадлежащие со- 
ответственно интервалам (а, 4) и (5, В). Доказать, что 


функция 
Е (и, ) = Г(Ф ци, 9), фи, 9)) 
непрерывна в области К’. 


8 2. Частные производные. Дифференциал функции 


1°. Частные производные. Результат частного 
дифференцирования функции нескольких переменных не за- 
висит от порядка дифференцирования, если все производные, 
входящие в вычисление, непрерывны. 

2. Дифференциал функции. Если полное при- 
ращение функции | (х, у, 2} от независимых переменных х, у, 2 
может быть представлено в виде 


А| (х, у, д) = АДАх + ВАу - СА2 -Но (р), 


где коэффициенты А, В, С не зависят от Ах, Ау, Аз и р= 
= М (АХ - (Ау? - (42, то функция [(х, у, 2) называется 
дифференцируемой в точке (х, у, 2), а линейная часть приращения 
А Ах ВАу-- - СА»г, равная 


а. у, д=Ь (а, у Зах, у, АУ -Ь(, и д, (1) 


где 4х = Ах, 4у = Ау, 42 = Аг, называется дифференциалом 
этой функции. 

Формула (1) сохраняет свое значение и в том случае, когда 
переменные х, у, 2 являются некоторыми дифференцируемыми 
функциями от независимых переменных. 

Если х, и, 2 — независимые переменные, и функция 
Е(х, у, 2) имеет непрерывные частные производные до п-го порядка 
включительно, то для дифференциалов высших порядков имест 
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место символическая формула 
а (х, у, 2) = (“-- Е - #1 у, 2). 
дх ду дг 


3°. Производная сложной функции. Если 
& = | (х, у, г) дифференцируема и % = ф (а, и), у=фф(и, у, 
2 = У (и, 9), где функции ф, ф, х дифферениируемы, то 
др _ 0% дх 0% ду ди 02 
ди дх ди "ду ди’ ди’ 
[7 дш дх _дш_ ду + дир 02 


00 д д’ ди 6 д д ` 


Для вычисления производных второго порядка функции 
полезно пользоваться символическими Е 


Е ди 


т 
{-_96. > ЭК: до 
ди ву ди 0 
|: 
ди 
= (в. > ев (№ ++ 
ди до дх 
д ЭР. ди 90, бш › д: ды 
аш м —ммюмкА мк — 
т а д 0 
где д 8 д 
Е И рае 
1 ди , [#1 ди 1 РУ ‚ 
дх ду д2 
Р ТА =-—, А ее 
ь ПР ЕЕ 


4. Производная в данном направленни. 
Если направление #{ в пространстве Оху2 характеризуется на- 
правляющими косинусами {с05 @, соз В, соз 7} и функция и = 
= [(х, у, 2) дифференцируема, то производная по направлению 
{ вычисляется по формуле 


ди ди ди 
— = — са — с + —— с0$ й 
9: 9х . ди в у 


Скорость наибольшего роста функций в данной точке, по вели» 
чине и направлению, определяется вектором — градиентом 
функции: 
ега4 ее 
дх ду 
величина которого равна 
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$211. Показать, что 
= И, 91. 
3212. Найти [(х, 1), если 


Нах, у=х--(у—1) агсят ^/-=. 


3212.1. Найти /5(0, 0) и (0, 0), если { (х, у) = Узи. 

Является ли эта функция дифференцируемой в точке О 

| 3212.2. Является ли дифференцируемой в точке 
О (0, 0) функция 


3 
Г(х, у) = УМ +? 
3212.3. Исследовать на дифференцируемость в точке 
о г функцию | (х, у) = е "ИИ при 2+ > 0аи 
(0, 0) =0. 


Найти частные производные первого и второго по- 
сядков от следующих функций: 


3213. и=2-- “—4?уа. 3214. иж. 


3215. ц=-^, 3216. и. 
у Меи 


3217. и=хяп(х--У). 3218. и= 605 х? 
у 
3219. и=-^. 3220, иж, 
у 


3221. и=ш (ху). 3222. и=агсе -®., 
х 


3223. и=агсе 1, 3224, ие агсят-— 
и ху? 
3225. це, 3228. иц= (=) . 
Уча у 


3227. ц-=х92, 3228. и=хи. 
3229. Проверить равенство 
0 __ ди 
дх ду — диах * 
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если 
а) и == х?—2ху—3?; 6) и= м"; 


в) и = иесоз ^/ 5 
у 


3230. Пусть Ё(х, у) =ху = 


у ‚если х? -{ у 520 


и} (0, 0) =0. Показать, что [ии (0, 05-х (0, 0). 

3230.1. Существует ли [у (0, 0), если 

—^_ при 2-4у>0; 
Г, „- ки ИУ 
0 при х=у=0. 

3231. Пусть и =} (х, у, 2) — однородная функция 
измерения п. Проверить теорему Эйлера об однородных 
функциях на следующих примерах: 

а) и=(х—2у 32% 6) и; 

| Миа 
х \#/2 
ре = у ) : 


3232. Доказать, что если дифференцируемая функ- 
ция и = [(х, у, г) удовлетворяет уравнению 
ди _ди_ 
9х ду 92 
то она является однородной функцией измерения п. 


Указание. Рассмотреть вспомогательную функцию 
т 


3233. Доказать, что если |[ (х, у, 2) — дифференци- 
руемая однородная функция измерения п, то ее частные 
производные В (*, у, 2), р (х, у, г), Ё (х, у, 2) —= бднород- 
ные функции измерения п—1. 

3234. Пусть и = [(х, у, 2) — дважды дифференци- 
руемая однородная в измерения п. Доказать, что 


(+ +2) и=п (п Пи. 


Найти Банни первого и второго порядков 
от следующих функций (х, у, г — независимые пере- 
менные): 


3235. и=дхту”. — 3236. и=-^_, 
у 
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3237. и= а -И. — 3238. и= та, 
3239. и=ем. 3240. и=хуН ух. 

3241. и= 


ау 
3242. Найти 4 (1, 1, и а! (1, №, 1) если 


Их, у, -И-=. 


3243. Показать, что если и = 4/х-Р у? 2, то 
4*и > 0. 

3244. Предполагая, что х, у малы по абсолютной 
величине, вывести приближенные формулы для следую- 
щих выражений: 


а) (1-х)”" 1-9)"; 6) ш(1-х)- ша -у); 
ху 
в) агсе г 
3245. Заменяя приращение функции дифференциа- 
лом, приближенно вычислить 


8} 1.002-2,003:.3,004% бе 
У сво 

в) ^/1,023-{ 1,973; г) $т 29°-45 46°; д) 0,971. 

3246. На сколько изменятся диагональ и площадь 
прямоугольника со сторонами х = бмиу-= 8 м, если 
первая сторона увеличится на 2 мм, а вторая сторона 
уменьшится на 5 мм? 

3247. Центральный угол сектора & = 60° увеличился 
на Ао = 1°. На сколько следует уменьшить раднус сек- 
тора Ю = 20 см, чтобы площадь сектора осталась без 
изменения? 

3248. Доказать, что относительная погрешность про- 
изведения приближенно равна сумме относительных по- 
грешностей сомножителей. 

3249. При измерении радиуса основания К и вы- 
соты Н цилиндра были получены следующие результаты: 


Ю = 2,5 м 0,1 м; Н = 4,0 м- 0,2 м. 


С какой абсолютной погрешностью А и относительной 
погрешностью б может быть вычислен объем цилиндра? 

3250. Стороны треугольника а = 200 м +2 м, 
$ = 300 мб м и угол между ними С = 60° -+ 1°. 
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С какой абсолютной погрешностью может быть вычис- 
лена третья сторона треугольника с? 
3251. Показать, что функция 


Нах, у) = У 


непрерывна в точке (0, 0), имеет в этой точке обе частные 
производные }, (0, 0) и },(0, 0), однако не является диф- 
ференцируемой в точке (0, 0). 

Выяснить поведение производных [; (х, у) и [и(х, и) 
в окрестности точки (0, 0). 

3252. Показать, что функция 


Ни, у=-———, если А Ио 
А+ у? 


[(0, 0) =0, 


в окрестности точки (0, 0) непрерывна и имеет огранн- 
ченные частные производные }, (х, у) и [, (х, и), однако 
эта функция недифференцируема в точке (0, 0). 
3253. Показать, что функция 
Нх, у=бе-л) т —_, если х-- у 520 
д у 


[(0, 0) = 0, 
имеет в окрестности точки (0, 0) частные производные 
Ь(, и) и Ых, и, которые разрывны в точке (0, 0) и не- 
ограничены в любой окрестности ее; тем не менее эта 
функция дифференцируема в точке (0, 0). 

3254. Доказать, что функция } (х, и), имеющая огра- 
ниченные частные производные {» (х, и) и |, (х, у) в ве- 
° которой выпуклой области Е, равномерно непрерывна 
в этой области. 

3255. Доказать, что если функция | (х, у) непрерывна 
по переменной х при каждом фиксированном значении у 
и имеет ограниченную производную [, (х, у) по перемен- 
ной у, то эта функция непрерывна по совокупности пе- 
ременных хи у. 

Найти указанные частные производные в следующих 
задачах: 

дц ди ди 

Е да ’ дюзду ° дюду ` т 

и = ху х? + 2х + + 3—3 м 
УВЕ. 4х + у. 


и 


и 
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ди 
257. —_, = . 
3 д если и=х 11 (ху) 
ди . 
3258. | = хз зтх, 
оо если и = х* япу-- у’упх 
03и ху: — ху 
3259. ——-, есл == ао и. 
дх ду дг В 1 — ху — хг — иг 
3260. № ‚ если и == еж. 
дх ду 0: 
3261. ты сли = Ши ЕЕ, 
— у Аки п 
3262. о" ‚ если и = (х— жж)? (у— АА 
3063. и, если ие Я. 
дхтдуп х—у 
3264. и зу) ее 
: -дхтдия если и = (х*-- у?) е* 9. 
3265. Е ‚ вели и= хузге" НиТ, 
дхРду9дг” 


3266. Найти тт (0, 0), если [(х, у) = е* эту. 
3267. Показать, что если и = | (хуг), то 


д%и 
дх ду д = 0: 
где { = ху2, и найти функцию Р. 
3268. Найти Фи, если и = х—2 у —2хуз +и- 
+ хз —Зх?у — Зхуй + уз о ЕЕ 1. 


Чему равны производные -^—“ 
УР р р да ' а . о | 


Найти полные дифференциалы указанного порядка 
в следующих примерах: 


3269. 43и, если и = х3 + уз—Зху (ху. 


3270. аи, если и = эт (х* + у?). 
3271. аби, если и = Шу). 
3272. и, если и == со$ х сп у. 
3273. аи, если и = хуг. 

3274. аи, если и = Ша (х*ууг?). 
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3275. пи, если и=е" И. 


3276. апи, если и= ХУ (у. 
3277. @и, если и = [(ху+а. 
3278. 4”и, если и = еее, 
3279. Пусть Р„(х, у, 2) — однородный многочлен 
степени п. Доказать, что 
4"Р„(х, у, д) =п!Р, (Ах, ау, аг). 
3280. Пусть 


Аи = 
Найти Аи и А?и = А (Аи), если 
а) и = ет =; 0) и= Шли. 
3281. Пусть 


02и ди 
А —= ‹ 
ы 9х ы ду 


Найти Аи, если 
а) и = зпхеНи; 6) и= шА/х - у?. 
3282. Пусть 


м + 


д2и ди д?и 
Аи =— й 
ь 9х? ее ду? д 


Найти Аи и А.и, если 


а) и=х3-1- 3-1 23—Зхуг; 6) НЫ ИЕН 
Аха + 2 
Найти производные первого и второго порядков от 
следующих сложных функций: 
3283. и=Ё (а у -- 27). 
3284. и=} (х, =). 
у 
3285. и=р|(х, ху, хуг). 


3286. Найти 24 
дх ди 


‚ если и = [(х + и, ху). 


08 ди 0?и 
+ 


3287. Найти Аи = , 
дхз ду? дг 
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если 
и = (Руа а р- 22). 


Найти полные дифференциалы первого и второго 
порядков от следующих сложных функций (х, уи 2 — 
независимые переменные): 

3288. и = [ (0, где Е =х + у. 


3289. и ={ (1), где ё = — 3290. и = (ХЕ И). 


3291. и =} (0, ГДе # == хуг. 3292. и == | (х*-- уз 27). 
3293. и = [ (ЕЁ, т), где 8 = ах, у = 6. 
3294. и = | (Е, 1), где Е = х Ри, п = ху. 


3295. и=р (Е, т), где & = ху, ч= 


3296. и = (х у, 2). . 
3297. и = (ху м-ур+ а. 
3298. “-! (>, —-). 

у 2 


3299. и = [(х, у, 2), где х=Бу=й, г=й. 
3300. и=[ (Е, т, 9), где Ё = ах, п= бу, 6 = сг. 
3301. и= (Е, м, 6), где Е = ха -- уз, п = ху, 
$ = 2ху. 
Найти А^и, если: 
3302. и = | (ах -- Ву -{ сг). 3303. и = [(ах, ву, сг). 
3304. и=р(, т, 9, ге Е =ах - Ву + са, 
9 = а-х Е б.у - с.2, 6 = азх ву - 62. 
3305. Пусть и = }("), где г= УИ и 
7 — дважды дифференцируемая функция. Показать, что 
Ди = Е (г), 
ди 9?и ди 
дх? т ду? 92 
найти функцию Л. 
3306. Пусть и и ор— дважды дифференцируемые 
функции и А — оператор Лапласа (см. задачу 3305). 
Доказать, что 


А (ио) = идо- оди + ЗА (и, 5, 


где Аи = — оператор Лапласа, и 


где 


А (и, == ро оО ООВ 
Хх 


дк бу 09 ' 0: 06° 
3307. Показать, что функция 
и = Ша) Е 0—5 
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(аи Ь — постоянные) удовлетворяет уравнению Лапласа 
0и д?и 
—— =0, 
дхз ду? 


3308. Доказать, чта если функция и == и (х, и) удов- 
летворяет уравнению Лапласа (см. задачу 3307), то 


функция 
и (т , ит) 
же у э-+и 
также удовлетворяет этому уравнению. 
3309. Показать, что функция 


Г =. 
и=-——_—е зач 


а / п 


(а и Ь — постоянные) удовлетворяет уравнению тепло- 
проводности 
ди 2 0и 
—— = а = 
(3 дхз 


3310. Доказать, что если функция и == и (х, д) удов- 
летворяет уравнению теплопроводности (см. задачу 
3309), то функция 


дю 
ое чм “(= _—* ) (>00) 
а Гы 
а Е 
также удовлетворяет этому уравнению. 
3311. Доказать, что функция 


и 
р \ 


ле г= (а) - (у—Ь)* - (2—6)*, удовлетворяет 
при г = 0 уравнению Лапласа 

__ 0и 0?и дн 

Аи = дх + ду? ы 928 


3312. Доказать, что если функция и = и (х, у, 2) 
удовлетворяет уравнению Лапласа (см. задачу 3311), 


то функция 
1 [22 Ау 222 
9 = — и (  ——, -=) ’ 


=0. 


г т 2 72 


где # — постоянная иг = ^/х* + у? + 27, также удов- 
летворяет этому уравнению. 
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8313. Доказать, что функция 
Ри Сле-9г -- Се?’ 
г 
где г = 4/х + у и С,, С, — постоянные, удов- 


летворяет уравнению Гельмгольца 
дц д?и ди 
дх? в ду? т 92? 
3314. Пусть функции и, = и, (х, и, 2) ни, = ци. (х, 
у, 2) удовлетворяют уравнению Лапласа Ди = 0. 
Доказать, что функция 
э=и, (х, у, 2) Ее и, (<, у, 2) 
удовлетворяет бигармоническому уравнению 
А (Ао) = 0. 
3315. Пусть: { (х, у, 2) есть т раз дифференцируемая 
и, о измерения п. Доказать, что 


+ +)" (<, у, 2) = 


=п(п—1).. ‚(пт Е, у 2). 
3316. Упростить выражение 


= а?ц. 


д: д2 
5есх —-+ ес у— 
Я ду ' 


если 2 = зту-- (т х — $ и), где [— дифференци- 
руемая функция. 
3317. Показать, что функция г =" (=), где { — 


произвольная дифференцируемая функция, удовлетво- 
ряет уравнению 
х _92. ++ 2у _9=_ = И 
дх ду . 


3318. Показать, что 2 == у} (х?—у*), где | — произ- 
гольная дифференцируемая функция, удовлетворяет 
уравнению 


у’ 82. -. оба 
„+ бу хг. 
3319. Упростить выражение и, если 


ду 
има + жуг НР (у—х, г—х), 
те {— а а а. 
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3320. Пусть х? = ош, у? == иш, 2 =цои 


Р(х, у, 2) = Р(и, в, ®). 
Доказать, что 


И И И 


335 


Предполагая, что произвольные функции ф, ф ит. п. 
дифференцируемы достаточное число раз, проверить 


следующие равенства: 
92 


3321. ты 0 если 2г=ф(е и). 
3322. 2-2. “ 2+ = 0, если = +9. 
3323. (— у!) у =, 

если 2= ме 1"). 
3324. у а = ли, 


если и = ^"ф [= : 
ха 


3325. х-24 1-0 4.2.2 ди, 
дх ду 92 2 


=); 


если и шх- (—, =). 


33286. = —— > ‚ еслии=ф( фай --ф(-На). 
ди ди 90% _ 
3327, ЕЕ РЕЫ дуз = 0, 
если т («ну а-У. 
30 1,0 би 0 
3328. х а + 2ху ху у р. л 


если и-9(+-)+ %(-=). 


3329. 


Ее Е 


очи и т =п(п-— Пи, 


если и= 9 ‚2 -- м" (=) : 


3330 ди ди ди р _ди_ ди 
дх дхду “ду 9х? 


‚ если и=Фк-+Ф(0), 
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Путем последовательного дифференцирования исклю- 
чить произвольные функции фи ф: 


3331. г=х-+-(хУ). 3332. = (-=). 


8333. г=Ф(/2-). = 3334. и=ф (фу у—2). 
=Ф(-—, 4 
3835. и=Ф(- , -). 


3336. 2=ф (х) + (У). 3337. 2г=Ф(%)% (9. 
3338. 2=Ф(и-у + (Ь— У. 


3339. 2=хф (=) + (>) ь 
3340. 2=ф (ху) (-) | 


3341. Найти производную функции 2 = х1—у® в 
точке М (1, №) в направлении /, составляющем угол 
& == 60° с положительным направлением оси Ох. 

3342. Найти производную функции 2 = х?—ху -{ у* 
в точке М (1, 1) в направлении [/, составляющем угол % 
с положительным направлением оси Ох. В каком на- 
правлении эта производная имеет: а) наибольшее зна- 
чение; 6) наименьшее значение; в) равна 0. 

3343. Найти производную функции г = 1п (х? -{ у") 
в точке М (х, №) в направлении, перпендикулярном 
к линии уровня, проходящей через эту точку. р : 

у 


3344. Найти производную функции 2 = 1 (= ы 


а 5 
в точке М ( —, — ) по направлению внутренней 
2 452 
пормали в этой точке к кривой: 
х2 РЯ 
2 Е — 


3345. Найти производную функции и = ху2 в точке 
М (1, 1, 1, в направлении / {с0$ ©, соз В, соз у}. 

Чему равна величина градиента функции в этой 
точке? 

3346. Найти величину и направление градиента 
функции 


1 
и=—=—, 
Г 


где г == ^/х - у? -- 2, в точке Мо (хо, И» 2). 
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3347. Определить угол между градиентами функции 
и = Хх -- у—27? в точках А (в, 0, 0) иВ (0, в, 0). 
3348. На сколько отличается в точке М (1, 2, 2) ве- 


личина градиента функции и == х + у -|- # от величины 
градиента функцин 


о=х у 2-1 0,001 п (10%л ^/х? + уз + 23}? 


3349. Показать, что в точке М, (ху, уз, 25) угол ме- 
жду градиентами функций 


и = ах* + 6? + с2? 


у = ах? -- Ву? - с2* + 2тх - 2пу -- 2рг 

(а, 6, с, т, п, р — постоянны и а? -| 652 + с? =2 0) стре- 
мится к нулю, если точка М, удаляется в бесконечность. 

3350. Пусть и = [(х, у, 2) — ож дифференци- 

7 й 

руемая функция. Найти —— ов = =.) если с05 @, 
с0$ В, с0$ у — направляющие косинусы направления /. 

3351. Пусть и = [(х, у, г) — дважды дифференци- 
руемая функция и 

1 {соза, соз Ви, с0$ 71}, 1, {с05 @,, с0$ В», ©0$ уз}, 

[3 {со аз, с0$ Вз, с0$ уз} 


— а взаимно перпендикулярных направления, 
оказать, что: 


Э (=, +5, +, = 
=.) +5) +(ы) 


6) д2и ди 0% Бе ди ди се ди | 
ай [Я дв дл? ду? д2 
3352. Пусть и = и (х, и) — дифференцируемая функ- 
ция и при у = х? имеем: 


и (х, )=1Ти Зы, 
дх 


И 


Найти = при и = 


3353. Пусть функция и=и(х, и) удовлетворяет 
уравнению 


д?и ди 


дха ду? 


22—2383 
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и, кроме того, следующим условиям: 


и (х, 2х) = х, их (х, 2х) = 2, 
Найти 


Ихх (х, 2%), ини (х, 2х), изу (х, 2%). 


Полагая г, == 2 (х, у), решить следующие уравнения: 


3354. 2—0. 3355. 22 =0, 
дх? дх ду 
3356. 22 0, 
дут 
3357. Полагая и == и (х, у, г), решить уравнение 
Ра Е 
дх ду дг : 
3358. Найти решение 2 == 2 (х, и) уравнения 
[7-0 
ду 


удовлетворяющее условию: 2 (х, х?) = 1. 
3359. Найти решение г = 2 (х, у) уравнения 
922 
= 29, 
ду? 
удовлетворяющее условиям: 2 (х, 0) = 1, 2,(х, 0) =х. 
3360. Найти решение г = 2 (х, у) уравнения 
92 
дх ду 
удовлетворяющее условиям: г (х, 0) =х, 2 (0, и) = и. 


=х-Ну, 


8 3. Дифференцирование неявных функций 


°. Теорема существования. Если: 1) функ: 
пия Р (х, У, 2) обращается в нуль в некоторой точке 


Ао (хо» Ус, 20); 2) Р (х, у, 2)и Е, (х, у, 2) определены и непрерывны 


в окрестности точки Ао; 3) Ег (хо, Шо, 20) 5-0, то в некоторой доста“ 
точно малой окрестности точки Ду (хо, Из) существует единствен* 
ная однозначная непрерывная функция 


2= | (х, и), (1) 
удовлетворяющая уравнению 
Е (х, цу, 2 =0 
и такая, что 25 == Ё (хо, \0), 
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2. Дифференцируемость неявной функ: 
ции. Если, сверх того, 4) „функция Р(х, у, д) диффе- 
ренцируема в окрестности точки Ао (хо, Из, 20), то функция (1) 
дифференцируема в окрестности точки Ао (хо, Ио) и ее произ- 


2 4 
водные —— и —— могут быть найдены из уравнений 
дх ду 


В 9Е Е 9Е Е 92 0. @) 
дх дх ду 92 ду 
Если функция Е (х, у, 2) дифференцируема достаточное число 
раз, то последовательным дифференцированием равенств (2) 
‚вычисляются также производные высших порядков от функции 2. 
32. Неявные функции, определяемые си- 
стемой уравнений. Пусть функции Ру (ху су» Хту 
Ур нех Им) Ё =|12,..., п) удовлетворяют следующим ус- 
ловиям: 


1) обращаются в нуль в точке Ао (Же зао Хто! 


Уло, +... Упо), Е. 
2) дифференцируемы в окрестности точки Ао; 


(Ру... , бл) 
3) функциональный определитель ————*— “960 
д (и, вого ул) 


в точке До. 
В таком случае система уравнений 
ВЯ  Хт Уве ев Ип)=0 (1=1,2,.. 41), (3) 
однозначно определяет в некоторой окрестности точки 
Ао (х1о,..ъ» Хто) систему дифференцируемых функций 
= (еее т) (=... П), 
удовлетворяющих уравнениям (3) и условиям 


Н (хлор ее» та) = Ив (11, 2, чвьь П), 
Дифференциалы этих неявных функций могут быть най- 
дены из системы 


т 
у” ут о 
9х дук 
]=1 Е— 
(= 2, , зе» П)*). 


3361. Показать, что разрывная в каждой точке функ- 
ция Дирихле 


зе [ 1, если х рационально, 


0, если х иррационально, 


*) При формулировке большинства задач этого раздела без 
оговорок предполагается, что выполнены условия существова- 
ния неявных функций и их соответствующих производных, 


22* 
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удовлетворяет уравнению 
з реа 
у—у == 0. 


3362. Пусть функция |[(х) определена в интервале 
(@, 5). В каком случае уравнение 


Гу =о 
имеет при а < х < Бединственное непрерывное решение 
? 


3363. Пусть функции [ (%) н & (х) определены и не- 
прерывны в интервале (а, 5). В каком случае уравнение 


Гоу=Е 
имеет в интервале (а, 8) единственное непрерывное ре- 
шение? 

3364. Пусть дано уравнение 

ж =1 (1) 
| 
у=у(х) ([—-1<х<1 (2) 
— однозначная функция, удовлетворяющая уравне- 
нию (1). 

1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяет 
уравнению (1)? 

2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) 
удовлетворяет уравнению (1)? 

3) Сколько однозначных непрерывных функций (2) 
удовлетворяет уравнению (1), если: а) у (0) = 1; 
6) и (1) = 0? 

3365. Пусть дано уравнение 


хе = у (1) 


у=у(х) (-®<х<+ о) (2) 
есть однозначная функция, удовлетворяющая уравне- 
нию (1). 

1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяет 
уравнению (1)? 

2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) 
удовлетворяет уравнению (1)? 

3) Сколько однозначных дифференцируемых функций 
(2) удовлетворяет уравнению (1)? 

4) Сколько однозначных непрерывных функций (2) 
удовлетворяет уравнению (!), если; а) у(П = Ц 
6) у (0) = 0? 


Н 
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5) Сколько однозначных непрерывных функций 
у=у(х) (16 <х< 1-6) удовлетворяет уравнению 
(1), если у (1) =Ти бб достаточно мало? 

3366. Уравнение х* -| у? == х^ -- у* определяет у как 
многозначную функцию от-х. В каких областях эта 
функция 1) однозначна, 2) двузначна, 3) трехзначна, 
4) четырехзначна? Определить точки ветвления этой 
функции н ее однозначные непрерывные ветви. 

3367. Найти точки ветвления и непрерывные одно- 
значные ветви и = и (х) ([-1 < х < 1!) многозначной 
функции, у, определяемой уравнением (х? | у?)* == 
= х2— 8. 

3368. Пусть { (х) — непрерывна при аз х<фи 
ф (и) — монотонно возрастает и непрерывна при с <у<<а. 
В каком случае уравнение ф (у) = } (х) определяет одно- 
значную функцию и == $"* ($ (х))? 

Рассмотреть примеры; а) п и -{- Ву =х; 6) ей = 
= — $11. 

3369. Пусть 

=Уу+$(), (1) 


где ф (0) =Ои|ф’ (/)| < Е <1 при —а<уж<а. До- 
казать, что при — < х < в существует единственная 
дифференцируемая функция у = у (х), удовлетворяю- 
щая уравнению (1), и такая, что и (0) = 0. 
3370. Пусть у == у (х) — неявная функция, опреде- 
ляемая уравнением 
х = + Ф(,, 


где постоянная А=20, и ф (у) — дифференцируемая 
пернодическая функция периода в такая, что |ф’ (у) |< 
<|#|. Доказать, что 


и=-- +0), 
где ф (х) — периодическая функция с периодом |4| в. 


Найти у’и у’ для функций у, определяемых следую- 
щими уравнениями: 

3371. х?-- 2ху-—у? = а. 3372. ту Ру = 
= агс( о о 

3373. у^езту=х (0<:<1. 

3374. д == ух (ЗУ). 3375. у = каг. 
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3376. Доказать, что при 
Г-Н ху = Ё (х—9), 
где Ё — постоянная величина, имеет место равенство 
ах ___ _@ 
1 аи 
3377. Доказать, что если 
хзуа -- ха -- у — 1 = 0, 
то прин ху >> 0 имеет место равенство 
Е ЕЕ Е, 
\М1-—м Ми 
3378. Доказать, что уравнение 
(хе у)" = а? (ху?) (50) 
в окрестности точки х = 0, у = 0 определяет две диф- 
ференцируемые функции: у = у: (х)} иу = у2(х). Найти 
и (0) и 12 (0). 
3379. Найти у’ при х =Оиу=0, если 
(х?- 92)? = 3х у— уз. 

3380. Найти у’, у’и у”, если х? -- ху -- у? = 3, 
3381. Найти у’, у’ииу’”’ при х = 0, у= 1, если 
ха—ху -- 2 ху =0. 

8382. Доказать, что для кривой 2-го порядка 
ах? + Эьху - су? -- 2ах + 29 [= 0 
справедливо равенство 
_® К”-9 = 
5 у’) =0. 
Для функции 2 == 2 (х, у) найти частные производные 
первого и второго порядков, если: 
3383. х2 - у? -| 2? = а, 3384. 23—Зхуг = аз. 
3385. хуи 2=е. 
3386. ау. 
АИ — у 
3387. х-Нуиа=е ем. 
3388. Пусть 
Хх + 1+ 22 — Зхуг = 0 {1} 


(к, у, 2) = ху. 
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Найти: а) {, (1, 1, 1), если 2 == 2 (х, у) есть неявная функ- 
ция, определяемая уравнением (1); 6) р (1, 1, 1), если 
у = у(х, 2) есть неявная функция, определяемая урав- 
нением (1). Объяснить, почему эти производные раз- 


ЛИЧНы. 
уз |2. 
3389. Найти -0-2—_, 2, -0* прих=ру=- 2, 
дх? дхду д 
2=1, если хз - 22 - 328 - ху—2—9 = 0. 
Найти 42 и 472, если: 
3390. ее а | 
3391. хуг = Хх у- 2. 
3392. -^ =ш- +1. 3393. 2=х-рагсе —_, 
2 у 


2—х 


3394. Найти 4и, если из — 3 (х Нуш-+2=0. 


3395. Найти ‚ если 
Е(х-у-2, И) =0. 
3396. Найти -2* и -92_, если. 
дх ду 


Ех— у, уг, 2—Х) =0. 


2 
3397. Найти —, 9 и т 
дх ду дхз 


Е(х, ху х-у+д=0. 
3398. Найти =, если Р (х2, уг) =0. 
Хх 
3399. Найти 422, если: 
а) Е(х-+2, уЁд=0; 6) Е(->, +) =0. 
2 2 
3391.1. Пусть 2 =2(х, у) — та дифференцируемая 
функция, определяемая уравнением 
28 — хг + у= 0, 


которая при х == 3, у = — 2 принимает значение 2 == 2, 
Найти 42 (3, —2) и 422 (3, — 7). 
3400. Пусть х = х (и, 2), уи=у(х, 2), 2=2(х, у) — 
функции, определяемые уравнением Р (х, и, 2) = 0. 
Доказать, что 


‚ если 
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3401. Найти и =, если х + у- 2=0, х? -- 
кии =Т. 
3402. Найти = р. Ри: и я при х=Ь, 
4г 4г 42 42 
у=-Ьа= 2, если 29 + у = И, хфу+2=2. 


3403. Найти -2%_, к и -_ ‚если хи— уу = 0, 
дх бу 0х ду 
ухо =1. 
3403.1. Система уравнений 


хе + -- ии = 1, 


—0__ и =9х 
уе 1-0 
определяет дифференцируемые функции и = и (х, у) 
но=о(х, у) такие, что и (1, 2) =0ио(1, 2) =0. 
Найти Ди (1, 2) и 4% (1, 2). 
3404. Найти 4и, 4у, 4?и и 420, если 
ши — -Х 


ио=х- у, —— 


по у 


3405. Найти аи, 4, Ф ии 4?0 прих =1, у = 1, и =0, 
о = . если 


ешх сз 2 =-— 
у ^/2 

3406. Пусть 
х=#-+ Г у=й+ #*, 2= В+ Е, 
Найти ау 4г 4?у 422 


‚ 


4х ах ° адм дла 


ем =. 
у 2 


3407. В какой области плоскости Оху система урар- 
нений 


х=и + о ужи м, = и, 


где параметры и и и принимают всевозможные вещест- 
венные значения, определяет 2 как функцию от пере- 
дг 


менных хи и? Найти производные ео 


дх ду ° 
3407.1. Найти -82 и_9 в точке и = 1, 9 = |, если 
дх ду 
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х=и-- пи, 
у=о— ти, 
2=2и и. 
91 в точке ци = 2, о = 1, если 
дх ду 
х=и +, 
у=и— 
2 = ии. 


3407.2. Найти 


з 02 
3408. Найти ——/, если 


х = с05ф с0$ ф, у = с05 фут ф, 2 = зтф. 
3409. Найти ^^, 92 и-2 


дх дх ду ду? 
х = #05 9, у=и ПУ, 2 = 0. 


3410. Пусть г = г (х, у) функция определяется си- 
стемой уравнений: 
х = ©+°, уе, 2=и0 
(ино — параметры). На 4г и 412, при и = биз = 0. 
. 2 2 
3411. Найти и я”, если 2 = х* - уз, где у = 
= у(х) определяется из уравнения 


Хх? — ху + у? = 1. 


‚ если 


3412. Найти 9% и кои. если и =-® ‚ ГДе г опре- 
дх ду +2 
деляется из уравнения 26? = хех -| уез. 
3413. Пусть уравнения х = фци, 5), у=ф (и, 5), 
= Х (и, и) определяют г как функцию от х и у. Найти 
ЕВЕ 
9х ду 
3414. Пусть х == ф (и, 9), у=ф (и, э). Найти част 
ные производные первого и второго порядков от обрат“ 
ных функций: и == и (х, у) ии = 0(х, 9). 
3415. Найти р те а — , если 
дх ду 9х ду 


[2 . 9 
а) х = и с0$ —, у= изт—; 
и и 


6) х = е" Н изо, у = ей —ицс03 0. 
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3416. Функция и = и (х) определяется системой 
уравнений 
и, у, 2, ад 0, ВЦ, | у, 2) = 0. 


Найти т и 


4х ` 
3417. Функция и = и (х, у) определяется системой 
а 
= | (х, м т , в (4, 2, Й =0, й (2, Й = 0. 


[7 
Е Е и — 


- 

3418. Пусть Е у, ый „72, 9, №), 2= 

= А (и, 0, и). Найти НВ Ге 
дх =. 92 

3419. Пусть функция 2 = 2(х, и) удовлетворяет 
системе уравнений } (х, у, 2, й = 0, & (х, у, 2, й =0, 
где { — переменный параметр. Найти 42. 

3420. Пусть и = { (2), где 2 — неявная функция от 
переменных х и у, определяемая уравнением 2 = 
=х-+ уф (2). 

Доказать формулу ев 


р а ак [) =]. 


Указание. Доказать формулу для л = | и применить 
метод математической индукции. 


3421. Показать, что функция 2 = 2(х, у), опреде- 
ляемая уравнением 
Ф (х — а, у— 62) =0, (1) 
где Ф (и, о) — произвольная дифференцируемая функ- 
ция от переменных и ии (аи д — постоянные), являются 
решением уравнения 


Выяснить Е саба поверхности (1). 
3422. Показать, что функция 2 = 2 (х, у), определяе- 
мая уравнением 
Ф(-= = ый =.) - =0, (2) 
2—2 2 — 20 
где Ф (и, 5) — произвольная дифференцируемая функ- 
ция от переменных ии и, удовлетворяет уравнению 


9: 92 
(— хо) а (и— и) и =2— 2. 
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Выяснить геометрические свойства поверхности (2). 
3423. Показать, что функция 2 = (х, у), определяе- 
мая уравнением 
ах -+ фу -{ сг = Ф (ху - 27), (3) 
где Ф (и) — произвольная дифференцируемая функция 
от переменной и иа, Бис — постоянные, удовлетворяет 
уравнению 


(си— 52) 0. ++ (аг—сх) р — ау. 
дх ду 


Выяснить геометрические свойства поверхности (3). 
3424. Функция г = 2(х, у) задана уравнением 


ии =и(-). 
у 
Показать, что 
(2—и—2) г + 2ху 92 — 9х2. 
дх ду 


3425. Функция 2 == 2(х, у) задана уравнением 


Е гул у-гх“) =0. 
Показать, что 


3426. Показать, что функция 2 = 2(х, у), опреде- 
ляемая системой уравнений: 


хоз а + учпо -- пг=/ (о), 
—хзта -- исоз а = (<), 

где & = а (х, у) — переменный параметр и } (&) — про- 

извольная дифференцируемая функция, удовлетворяет 


уравнению 
о 


3427. Показать, что функция г = 2 (х, и), заданная 
системой уравнений: 


а=ах + +1), 
0=х——= + @), 


удовлетворяет уравнению 


$48 ОТДЕЛ УТ. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬЧОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 


3428. Показать, что функция 2 == г (х, у), заданная 
уравнениями 


[2—1 (о) = (у —а"), 
[г—/(@)] Ё (©) = ах, 
удовлетворяет уравнению 
92 02 


3429. Показать, что функция 2 = 2 (х, у), заданная 


уравнениями 
2=ах- уф (@)-ф (а), 
О=х- у’ @- У @), 
удовлетворяет уравнению 
92 0% Ри 022 2-0 
0хз ду 9х =) 5 
3430. Показать, что неявная функция 2 == 2 (х, у), 
определяемая уравнением 
у = 2х9 (2) + ф (2), 
удовлетворяет уравнению 
_д: 2 08 00 0 0% 2 0 | 


СНЕ, — — 2 


ду дх? 9х ду дхду `дх ду 


$ 4. Замена переменных 


1°. Замена переменных ввыражении, со 
держащем обыкновенные производные, 
Пусть в дифференциальном выражении 


А =Ф (х, 9. Ул, Уж +++} 


чребуется перейти к новым переменным: { — независимой пе“ 
ременной ни и — функции, связанным с прежними переменными 
хву уравнениями 


х = (Е, и), у= &(Ь и. (1 
Дафференцируя уравнения {1), будем иметь; 
да 0 г 
 _ 9 т ди 
р, 4, 
—и 
9: Е: би 


. 
Авалогично выражаются высшие производные Узи ь»» В ре 
зультате мы получаем: 


А =Ф, (:, ц, и, рр ‚.. .). 
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2. Замена независимых переменных в 
выражении, содержащем частные произ» 
водные. Если в дифференциальном выраженин 


92 02 02 92: 9: 
В Р(м и, —; ——ь =. -.) 
дх бу 9х? дх ду ду? 


положить 
х = (и, 9), у == в(и, 3), (2) 
где ии о — новые ЕО Е то последователь- 
д: 
ные частные производные 5 о, ‚› о.з Определяются из сле 


дующих уравнений: 


д д би "ду ди’ 
9 9г д дг д 
Е О 9 
9% 9х 5 ду 9 
ит. п. 
3°. Замена независимых переменных и 
функции в выражении, содержащем част- 
ные производные. В более общем случае, если имеем 
уравнения 
х= [р (и, о, и), у= в (и, 9, и), 2= В (и, 9, ц), (3) 
где и, и — новые независимые переменные и № = ш (и, 5) — 


92 д 
новая функция, то для частных производных —›» —,.ье 


9х ду 
получаем такие и 
дг а _9!_ д: _дЕ_ ди \ _ 
9 + 9% ди м о. ди ди. гй 
[5 дв ди 
ди с ди ди . 
_д2_ о 9 =) += дг Е _9Е_ ди 
дх Г Ра др 9% 
д* Е дш 
— [012] + 9% 4% з 
ит, п. 


В некоторых случаях замены переменных удобно пользо- 
ваться полными дифференциалами, 


3431. Преобразовать уравнение у’у’” — Зу”'3 =х, 
приняв и за новую независимую перемениую. 
3432. Таким же образом преобразовать уравнение 


уЗуиУ — 10и’у ’’ у"! + 15’ = = 0. 
8433. Преобразовать уравнение 


ИУ, 
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приняв х за функцию и { = ху — за независимое пере- 
менное. 


Вводя новые переменные, преобразовать следующие 
обыкновенные дифференциальные уравнения: 
3434. ху" -- ху’ Ну = 0, если х=е. 


3435. у’ =>, если Ё = ш|х|. 
8436. (1—х?) у’ — Е. + п?у = 0, если х == с0$ & 
3437, и-у о ху 0, если х=ша--. 


и р (Е) 48 

3438. и (х) у-9 (С) у=0, если у=ие 
где р (х) 

3439. в а — 2,3 = 0, если х = е иу = ие#, 
где ци = и (8. 

3440. (1 -- ху" = у, если х=® Ёфиу= ЕЕ: : 
где и = и (1. 

3441. (1—1)? = — у, если х = 6 {ну = — г, 
те и=и (0. 

3442. У-Н\Е-У(-У)? =0, если х=и 
и у= и ге и=и (0. 

3443. у’ — зу’ -- ху’ —у= 0, если х= 


-|- 


и =, где и=и (4. 
3444. Преобразовать уравнение Стокса 


у’ с Ау , 


(х — а): (х— 5) 
полагая 


х—6 


и принимая и за функцию переменной {. 
3445. т что если уравнение 


р. р с +9у= 0 
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преобразовать подстановкой х = ф (#) в уравнение 
у. лей: ыы 
ЕР ® +9 ®у-0, 
то 
[2Р (9) 99-9’ (1 8 7 = 
= [2р(х) 9 (®) --9 (х)9 (<). 
3446. В уравнении Ф (у, у’, у”) = 0, где Ф — од 
нородная функция переменных у, у’, у’’, положить 


х 


$ иах 
№ 


уе . 
3447. В уравнении Р (х?у”", ху’, у) = 0, где Е — 
однородная функция своих аргументов, положить 
у 
и = — 
у 
3448. Доказать, что уравнение 
у" (1 + у") и Зи’ у” = 0 
не меняет своего вида при гомографическом преобразо* 
вании 
х= Е -- м - са ‚ у= 235 -- 65м -Е са р 
а -- т-с а -- щ-рс 
Указание. Данное преобразование представить в виде 
композиции простейших преобразований: 


х = аХ {+ ВУ у у= У; 
Х = а. з у = „Ук 
Хь Х, 
ХХ = а ше, У, = а -[ 65 с. 
3449. Доказать, что шварциан 
и + З 
[0] 
х' (1) 21х' (1) 
не меняет своего значения при дробно-линейном преоб» 
разовании: 


у-= 


ах({о-+ь 


ЕЯ (а4— вс =20). 


Преобразовать к полярным координатам г и ф, по* 
лагая х = г с03 ф, у = гп ф, следующие уравнения 
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3450. № = Я. 

4х х—у 

3451. (ху’—и)? = 2ху (1 -- и”). 

3452. (52 - у)?" == (х В уу}. 

3453. Преобразовать к полярным координатам вы- 
х-Н и" 
ху ° 

38454. Кривизну плоской кривой 

№ [| 
(1 4 ыы 

выразить в полярных координатах г и $. 

8455. В системе уравнений 


Че =), = Ау у) 


перейти к полярным координатам. 
3456. Преобразовать выражение 


у 4 4х 


ражение 


введя новые функции г = ^/ х? + у ф= агсе №. 
Хх 


3457. В преобразовании Лежандра каждой точке 


(х, у) кривой у = у (х) ставится в соответствие точка 
(Х, У), где 


Х=иу, У=хи-—у. 
Найти У’, У’ и У". 


Вводя новые независимые переменные & и п, решить 
следующие уравнения: 


3458. 22-02, если Е:-=х-уи п=х— у. 
ох ду 


3459. пы] если Ё=хи п=®-и, 
дх ду 


3460. а-2* +4-5-02 =1 (2520), если Ё=х и цы 
дх ду 
=у— (г. 
9 


д2 92 1 Е 
3461. т = если Ё=хит .° 
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Принимая д и о за новые независимые переменные, 
преобразовать следующие ее 


3462. ХАТА =, если и=Шх и 0= 
= ш (ут у?). 

3463. В Е если и== 

дх ду 
= шл/-РУ и иагсве ^^. 
Хх 

3464. И если 
= иона ул. 

х 

дг 92 _ х_ Шоу — 
3465. ЕЙ = -‚ если и=2х—# и 


ил 
г 


3466. +) +0 а =уь если 


и=и-ё и о=у- 2. 
3467. Преобразовать выражение 


ее) ее) (фе), 
х ду 


я = 


приняв за новые независимые переменные 


Е=у--2е-*, ==х- 26, 
8468. Преобразовать выражение 


(=; +(%,). 


х= и, = и. 


полагая 


3469. В уравнении 


ди ди ди 
дх Ел ду ре = 
положить & =х, Ч = ух, 6 = г-—х. 
3470. Преобразовать уравнение 
д д2 
“—-, ба = 
23—2383 
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приняв х за функцию, а уи 2 — за независимые пере- 
менные. 
3471. Преобразовать уравнение 
а - ++ =0, 
х ду 


приняв х за функцию, а и = у—2, о = у г — за не- 
зависимые переменные. 
3472. Преобразовать выражение 


д2 \ д2 \з 
А= (== == 
дх у ду 
приняв х за функцию и и == х2, о = уг — за независи- 


мые переменные. 
3473. В уравнении 


наи) аи феи = 
х ду 92 
=х-у-г 
положить: 
#=х—и, тп=у-ц, &=2—иц, 


Перейти к новым переменным и, и, ш, где ш = 
= Ш (и, и), в следующих уравнениях: 


3474. у > 20—59, если 


а, О-о, ш= Ши. 


3475. и если 
дх ду 
1 1 1 


и =х, ==———, = —_——. 


у х 2 х 
91.1. 9-92 = 
3476. (хита +а-—у) ря х-+ уг, если 
и = у2—х, 9 = хг—у, ш = ху. 
СА ЕЕ 
34771. (* =. + = 22 9х . бу ‚ если 
Х == ие, у = 06°, г = №, 
3478. Преобразовать выражение 


. (-% 62. 
#9: (5 )* 


$ 4. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ 355 
полагая 

и = ША/ х*-- у?, д == агсфв 2, ш=ху-2, 
где ш = и (и, 9. 

3479. Преобразовать выражение 
ЕЕ 
дх ° ду’ 


полагая и == хе, и == уе, ш = 26, где ю = и (и, 9. 
3480. В уравнении 


Хх й 
положить: Ё = ^^, п =-^, =, ш =, где ш = 
2 2 


= (Е, 1,0). 
Преобразовать к полярным координатам г и ф, по- 
лагая х = г $05 ф, у=г т Ф, следующие выражения: 


3481. ш= и 9. 3482. ш= имо 


ду 
3483. в = (->* =) +(>). 3484. о, 
" [9 9? ый 
3485. д о -— в: м" 
й дла +2 дх ду чу ду 
9"? 022 92 
86. = —— — 2х з — 
и дхз у дх ду та ду* 
дг 92 
и 9х у а). 
3487. В выражении 
—_9 м д в 
9х ду ду 9х 
ПОЛОЖИТЬ Хх == Г $05 ф, у = г ф. 
3488, Решить уравнени о -- ‚ введя новые 


независимые переменные 
= ха ц=х + аЁ 


Приняв и и о за новые независимые переменные, 
преобразовать следующие уравнения: 


23* 
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97: 92 02 92 92 
3489 мии =0, если 
дх? + дх ду ду? те дх ы ду 
и=х- 2-2 я я А. 


3490, (Е аи) х- у =, 
если пе -УТРЯ и Е : УТ 


3491. ах — —- 5 +-26х ху та: в, — 
постоянны), если и = м хио= в. . 
9 9 0 
3492 о "ой ‚ если 
= ы = 
зу ж- у 
3493. а С. + т? =0, если 
д ду? 
х = ей с0$ 9, у = еп о. 
3494. = (и>0), если 
дуз 2 ду 


их /уио=х- у. 


3495. ыы если и=ху и ч=— 
0х? ду? 
Е з 


3496. х 


иа=х-фуи ке. 


ЧТ, ку и ии уе + 
я-а =0, если ни и 9=ху. 
з_92 _ Г _9*_ т? 9 0 сл 
3498. х за 2х ту ЕЕ у РУ ‚ если 
а и о=х. 


92 
де =: й 
х = (и у ну= (и—0)*, 


2 --0 (х>0, и>>0), если 
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022 д: \3 
3500. кд =(1+-.) ‚ если 


у=хио=у- 2. 
3501. С помощью линейной замены 
=х + А, ЕХАЛ 
преобразовать уравнение 


в дх ду Не ди? в (0) 
где А, Ви С — постоянные и АС-В® < 0, к виду 
ди _ 
т — 


Найти общий вид функции, удовлетворяющей урав- 
нению (1). 
3502. Доказать, что вид уравнения Лапласа 
02 0 
9х? ду? 
не меняется при любой невырожденной замене перемен- 
ных 


х = (и, °, у =ф (м, 5), 
удовлетворяющей условиям: 


_9Ф_ _ 9 9% _ _ д 
ди’ и бб ` 
3503. Преобразовать уравнения 
а) Лик -0и 4..0 0; 6) А(Аи)=0, 
дх ду? 


полагая и == { (г), где г = ^/х% + у. 
3504. Какой вид принимает уравнение 


92 
сш =0, 
9х ду № 


ш = [ (и), 
где и = (х—жо) (у—/)? 
3505, Преобразовать выражение 
ди ди ди 
РЕ 9х т дх ду о" 


если положить 


полагая 
х Ну=Х, у= ХУ. 
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3506. Показать, что Е: 
а +2 4— = ‚уг =0 
не меняет своего вида при Е ое переменных 


х=иону=-—. 
о 


8507. Показать, что уравнение 
2. 
к № 
9х3 дх ду ду? 
не меняет своего вида при замене переменных 
и=х-2иу=у-.. 


3508. аа Е 
ди 


х2 =0 
о. ка + я + дх да : 


полагая 
х= т у=Е, 2=Ш.- 
3609. Преобразовать уравнение 


полагая 

уз = хз Е х:—ХЬь У: =, - х—х уз =, хх... 
3510. Преобразовать уравнение 

з 04 


з_0и и 
ы дла у ди? 2 922 +2 дхду 2 дх д2 + 
ди 
2 = 
ыы ди дг о, 


полагая 
в... = -—, $ =и—2. 
х х 
Указание. Записать уравнение в виде АЗи—Ац =0, 


где 
д 


а. 
92 


3511. Выражения 


ли (а. +} +(ь.) 
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п 
ди ди ди 
дх? + ди? + 022 


преобразовать к сферическим координатам, полагая 


Аи — 


Х == ГУ 0 с0$ ф, у==гяп 0 5тф, 2 = гс0$ 0. 


Указание. Замену переменных представить в виде ком» 
позиции двух частичных замен 
х = В с0$Ф, у= Юзтф, 2=2 
и 
ЮР = гяш 0, ф=фФ, 2 = гс0$ 0. 


3512. В уравнении 


дг 92 дг \? дг \* 
2 =(-— — 
а) Сы" 


ввести новую функцию и, полагая ш == г*. 


Приняв и и о за новые независимые переменные 
и ш = & (и, 9) за новую функцию, преобразовать сле- 
дующие уравнения: 
022 р. д2 2 _х_ 


3513. у Эл + и если и = я ‚ 9=л, 
ш=х2— у 
д22 02 д? 
3514. —— —=0, НВ 
Ри 2 ЕЕ + РУ если и=х-у, 
==, ш= 
х Хх 
д? 02 д? 
3515. = ; = 
о +2 О -- РУ 0, если и хи 
= И, Ш ху—2 
0х д? д ху 
3516. о } = 
бя + д а 2 ' 
=, ше. 
2 
Е ВИ +(+ *)-= —0, — если 
Хх 


дх дхду 
и=х, и=ху ш=х-РУу-2. 
3518. (1—2) -22 4 (1—9) 


дх? 
если х=зши, и=УпПо, 2=е”, 


ду? 


922 
ду? 


дг 92 
=х—- — 
Е у ду 
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922 92 02 1 
дх ду? дх 4 
1 1 
(|х|<1)}, если и= > (и- агссоз$ х), и= >. (у — агссо$ х), 


3519. (1—2) 


4 
и =гу м, 


а. 
3520 д22 + 072 _ р. дх бу __ 
`° д ду? > х— у 
2 2 
ее (ху), если и=х-у, ч=х—У, 
(= — у?) 
с 
&# —= 
х — у 
3521. Доказать, что всякое уравнение 
УР 
а: а + э-+е=0 
(а, Ь, с — постоянные) путем замены 


2 = цех Ви, 


где & и В — постоянные величины и и = и (х, и), можно 
привести к виду 


92и 
аи =0 (с, = соп8\). 
дхду 
3522. Показать, что уравнение би 9. не из- 
дх? ду 


меняет своего вида при замене переменных 


х _-— 


Хх’ = , и=——, и’ = —е 4%, 
ы у 
где и’Ш— функция переменных х’и у’. 
3523. В уравнении 
922 922 
91+9-„-—@-Р-+9+ 229) + 
Хх. дхду 
Ра р-2=0, 
ду 
где = -* иа--8, положить и=х-а, и= 
дх ду 


=у фа ш=х-у-2, считая, что ш = ш (и, 9. 
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3524. В уравнении 
х2 ди и. ди 2 ди 


74 
9х3 ду? т [6 


[49 


положить х = её, у= ей, 2=е, и= 6, где ш = 
=@ (Е, 1, 9. 
3525. Показать, что вид уравнения 
922 022 —( 022 = 
дх? ду? дхду 
не меняется при любом распределении ролей между 
переменными х, уи 2. 
3526. Решить уравнение 


_9: 292 о 02 02 д _дг \?_0 _ 
ду Л дк дх ду дхду дх] д? , 


приняв х за функцию от переменных уи 2. 
3527. о. вы 


= 922 
А (>= дх? о, я ' о + 
(=. — ду и 
применяя преобразование Лежандра 
д: 92 
= -— У = —— 2 =Хх—- — — 
дх ° ду | 9х у ду | 


где й = (СХ, У). 


8 5. Геометрические приложения 


1°, Касательная прямая и нормальная 
плоскость. Уравнение касательной прямой к кривой 


х=$(0, у=ф(), 2= (0 
в точке ее М (х, у, 2) имеет вид 


= —— = — 


4х ау 42 
4 4 а 
Уравнение нормальной плоскости в этой точке! 


== 9+“ г и- 0+-* @-9-0, 
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2°. Касательная плоскость и нормаль. 


Уравнение касательной плоскости к’ поверхности 2 = [(х, и} 
в точке ве М (х, у, 2) имеет вид 


= 0 (ху. 
дх ду 
Уравнение нормали в точке М есть 


Х-—х У —и 2—2 


Если уравнение поверхности задано в неявном виде 
Е(х, и, 2} = 0, го соответственно имеем: 


ОР ОР Е 
АХ @-д=0 
дх ду 92 

— уравнение касательной плоскости и 


дх ду 92 


— уравнение нормали. 

3°. Огибающая кривая семейства пло- 
ских кривых. Огибающая кривая однопараметрического 
семейства кривых | (х, у, @) == 0 (& — параметр) удовлетворяет 
системе уравнений: 


Е(х, у, а) =0, [а (худ =0. 


4. Оглбающая поверхность семейства 
поверхностей. Огибающая поверхность однопараметри- 
ческого семейства поверхностей Р (х, у, 2, &) = 0 удовлетворяет 
системе уравнений; 


Е (х, и, 2, а) = 0, Ра(х, у, г, @) = 0. 


В случае двупараметрического семейства поверхностей 
Ф (х, у, г, а, В) = 0 огибающая поверхность удовлетворяет 
следующим уравнениям: 
Ф (х, у, г, а, В =0, Фа(я, урл а, В = 0, 
ФВ(х, у, г, а, В) = 0. 


Написать уравнения касательных прямых и нор- 
мальных плоскостей в данных точках к следующим 
кривым: 

3528. х = а с0$ & с0$ Ё& у=азта с05 & г=азтЕ 
в точке { = В. 

3529. х = ап? у= бп 50$ Ь 2 = с505 Б в 


л 
точке = -: 
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3530. у==х, 2 = хй; в точке М (1, 1,1). 

3531. х2 -+ 22 = 10, у +2 =; ее М (61,3). 

3532. 2-ру--22 -= 6, хНу--г == 0; в точке М (1, —2,1), 

3533. На кривой х=Ё у=Ё, 2= В найти 
точку, касательная в которой параллельна плоскости 
Хх 2 2=4. 

3534. Доказать, что касательная к винтовой линии 
х=ас0$ & у=азтЬ 2= 6 образует постоянный 
угол с осью 02. 

3535. Доказать, что кривая 


_; 
х= ае со у=ае эт, а=ае' 


пересекает все образующие конуса’ х* -| у* = 2* под 
одним и тем же углом. 
3536. Доказать, что локсодрома 


5 (+ + >) = е® (= с0п$), 


где ф — долгота, ф — широта точки сферы, пересекает 
все меридианы сферы под постоянным углом. 
3537. Найти тангенс угла, образованного касатель» 
ной в точке М. (х, и) к кривой 
Хх — № Уу—\ 
2=р(х, и), == 
/ «у с0$ © $1 % 
где } — дифференцируемая функция, с плоскостью Оху. 
3538. Найтн производную функции 
х 


Миа 


в точке М (1, 2, — 2) в направлении касательной в этой 
точке к кривой 


х=Ьу=28, 2г= — 28, 


и = 


Написать уравнения касательной плоскости и нор- 
мали в указанных точках к а. поверхностям: 

3539. 2 = х? -- у?; в точке Мо (1, 2, 

3540. хз + у - 22 = 169; в точке и (3, 4, 12). 


3541. 2 = атс; в точке М (1,1, =). 
3542. ах? -{ ву? -+ с2? = 1; в точке Мо (х» Ш, 2}. 
3543. 2а=у Ш ее в точке М, (1,11). 
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3544. 2=: -- 2% == 8; в точке М. (2, 2, 1). 
3545. х = а с05 4 с05 ф, у = В созф зшф, 2 = 
= сзш1; в точке М, ($, фо). 
3546. х = гс05 ф, у= гзтф, г=гсша; в точке 


М (Фо, го). ` 
3547. х = и с0$ 9, у= и ПО, 2 = а9; в точке Мь 
(и, 5). 


3548. Найти предельное положение касательной 
плоскости к поверхности: 


х=и о, у= и + 91, = + 93, 


когда точка касания М (и, 0) (и = 5) неограниченно 
приближается к точке Мь (и, цо) линии края и=о 
поверхности. 
3549. На поверхности х* -[- 25? -- 32? -- 2ху -- 
-+ 2х2 - 4уг == 8 найти точки, в которых касательные 
плоскости параллельны координатным плоскостям. 
3550. В какой точке эллипсоида 


х ры а: 
та“. 


пормаль к нему образует равные углы с осями коорди- 
нат? 

3551. К поверхности х* -- 2у? -- 32? = 21 провести 
касательные плоскости, параллельные плоскости 


х -- 4 -- 62 = 0. 


3552. Доказать, что касательные плоскости к поверх- 
ности хуг = аз (а > 0) образуют с плоскостями коор- 
динат тетраэдр постоянного объема. 

3553. Доказать, что касательные плоскости к поверх- 


ности | ы 
Их у + Мг =Ма (@>0) 


отсекают на осях координат отрезки, сумма которых. 
постоянна. 
3554. Доказать, что касательные плоскости к конусу 


‚(2 


проходят через его вершину. 
3555. Доказать, что нормали к поверхности враще- 


НИЯ 
г= (Уж) Гао 
пересекают ось вращения. 
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3556. Найти проекции эллипсоида 
хе Ну 2 —ху=1 


на координатные плоскости. 

3557. Квадрат {0 <х=1, О0<у< 1} разбит на 
конечное число частей о диаметра = 6. Оценить сверху 
число 6, если направления нормалей к поверхности 


2 == 1-—х2— у? 


в любых точках Р (х, у) и Р, (х,, и:), принадлежащих 
одной и той же части в, отличаются меньше чем на 1°. 
3558. Пусть 


г=(х, и), где (х, у) СБ, (1) 


— уравнение поверхности и Ф(Р,, Р) — угол между 
нормалями к поверхности (1) в точках Р(х, у ЕВ 
иР, (ха, у1) Е О. 

Доказать, что если область ) ограничена и замкнута 
и функция | (х, у) имеет ограниченные производные 2-го 
порядка в области ), то справедливо неравенство Ля- 
пунова 


ф (Р,, Р) < Ср(Р., Р), (2) 


где С — постоянная и р(Р,, Р) — расстояние между 
точками Ри Р.,. 

3559. Под каким углом пересекается цилиндр 
х? + у? = а? с поверхностью 62 = ху в общей точке 
Мо {ж, у, 20)? 

3560. Показать, что координатные поверхности сфе- 
рических координат х?-{ у? -- 22 = 12, у=х 4 ф, 
х? -- у? = 27 4620 попарно ортогональны. 

3561. Показать, что сферы х?- и? -{ 2? = 2ах, 
х + у? - 22 = 264, х? + у? - 2? = 262 образуют три- 
ортогональную систему. 

3562. Через каждую точку М (х, у, 2) проходят при 
А=А, А= А, А = М три поверхности второго по- 
рядка: 

: у - 1 ь 0 
а Гы тан - ВЕРЕ 
Доказать ортогональность этих поверхностей. 
3563. Найти производную функции и = х+у-+2 

в направлении внешней нормали сферы ху +2=! 
в точке ее Мь (%, уе 20). 
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В каких точках сферы нормальная производная функ- 
ции и имеет: а) наибольшее значение, 6) наименьшее 
вначение, в) равна нулю? : 

3564. Найти производную функции и == х* - у? ка 2 

Е д 
в направлении внешней нормали эллипсоида —— + ты 
* 
НН =1 в точке его М, (ж, и, 52%). 
Г 


3565. Пусть — и >= нормальные производные 
(0 п 


функций и и ов точке поверхности Р (х, у, 2) == 0. До- 
ди 
дп ° 

Найти огибающие однопараметрических семейств пло- 
ских кривых. 


3566. х с0з & -- узта = р {р = соп$). 


3567. (ха) = =. 


3568. у = Ех — (а = соп$®. 
3569. у? =2рх р". 


3570. Найти кривую, огибаемую отрезком длины Г, 
концы которого скользят по осям координат. 


3571. Найти огибающую эллипсов п =Ь 


д д 
казать, что —^— (и) =и о 
дп дп 


имеющих постоянную площадь $. 

3572. Найти огибающую траекторий снаряда, выпу- 
щенного в безвоздушном пространстве с начальной ско- 
ростью и, при варьировании в вертикальной плоскости 
угла бросания <. 

3573. Доказать, что огибающая нормалей плоской 
кривой есть эволюта этой кривой. 

3574. Исследовать характер дискриминантных кри- 
вых семейств следующих линий (с — переменный па- 
раметр): 

а) кубических парабол и = (х—с)3; 

6) полукубических парабол у? = (х—с}; 

в) парабол Нейля из = (х—2)?; 

г) строфоид (у—с)* = х*_^—* 

ах 

3575. Определить огибающую семейства шаров ра- 
диуса г, центры которых расположены на окружности 
х = Юсофу= Ю чп г=0 (Ё— параметр, В > 7). 


$ 8. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 367 
3576. Найти огибающую семейства шаров 
(х—{ с0$ ) + (у—Ёсоз В)? - (2—2 с03-9)? = 1, 


где 037% - с0528 - с05йу =1 си #— переменный ва- 
раметр. 
3577. НЫ огибающую семейства эллипсои- 


дов 2+ + = |, объем У которых постоянен. 


3578. Найти огибающую семейства сфер радиуса р, 
центры которых расположены на поверхности конуса 
2 у? == 22. 

3579. Светящаяся точка находится в начале коорди- 
нат. Определить конус тени, отбрасываемой шаром 


(Х— о)? - (уф)? - (2—2) < А, 
если о ти + д> Ё*. 
3580. Найти огибающую семейства плоскостей 
2—2 = р (х—х) + 9 (иИ—%), 
если параметры р и 9 связаны уравнением 
рва 


$ 6. Формула Тейлора 
. Формула Тейлора, Если функция <, и) 
а в некоторой окрестности точки (а, 65) непрерывные все 


частные производные до п -|- 1 порядка включительно, то в этой 
окрестности справедлива формула 


Нах, у = Ка, Эт 


м 1 д эн 
о [-э-+ ии а, | Ра, ЭВ, и. @ 
где 
1 
Вы [9 НО 5х 
хНа-+ 0, («—а), 6-6, (0-5) 
0<0, < 1. 


2. Ряд Тейлора. Если функция | (х, у) бесконечно 
дифференцируема и Лит Ал(х, у) = 0, то эта функция допускает 
#00 
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представление в виде степенного ряда 


1, у =Ра, 9+ м се а, ба 5. ©) 
НР 


Частные случаи формул (1) и (2) при а==ф == 0 соответст“ 
венно носят названия формулы Маклорена и ряда Маклорена, 
Аналогичные формулы имеют место для функции более чем 
двух переменных. 
„Особые точки плоских кривых. Точка 
М [И и) дифференцируемой кривой Р`(х, и) == 0 называется 
особой, если 


Е (ха, 50) = 0, Е;(жь, 0) = 0, Руж, уе) = 0. 


Пусть Мо (х, 90) — изолированная особая точка 

кривой класса С“) и числа 
А= Ри (д 0) =0, В= Е (жи), С= РЁ, (ль 0) 

не все равны нулю. Тогда, если 

1) АС-—В? > 0, то М, — изолированная точка; 

2) АСВ? < 0, то М. -- двойная точка (узел); 

3) АСВ? = 0, то Му — точка возврата или изолирован- 
ная точка. 

В случае А = В = С = 0 возможны более сложные типы 
особых точек. У кривых, не принадлежащих классу гладкости 


С®, могут быть особенности более сложной природы: точки 
прекращения, угловые точки и др. 


3581. Функцию [(х, и) = 2х —ху—у—6бх—Зу +5 
разложить по формуле Тейлора в окрестности точки 
А(1, —2). 

3582. Функцию [(х, у, 2) = 3 + у -| 23 — Зхуг 
разложить по формуле Тейлора в окрестности точки 
А (1, 1,1. 

3583. Найти приращение, получаемое функцией 
Р(х, у = Фу - ху? — 2ху, при переходе от значений 
х = 1, у= — 1 к значениям х; = 1+, у, = — 1 +4. 

3584. Разложить {| (х Я, у А, 2-Й по целым 
положительным степеням величин й, Ки [, если 


ЕС, у, 2) = 
== Ах? -|- Ву? -- С2? -- 2)ху + 2Ех2- ЭР уг. 
3585. В разложении функции | (х, у) = ху в окрест- 
ности точки А (1, 1) выписать члены до второго порядка 
включительно. 
3586. Разложить по формуле Маклорена до членов 
четвертого порядка включительно функцию 


Ра, у) = Ут. 
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3587. Вывести приближенные формулы с точностью 
до членов второго порядка для выражений: 
а) Пе 6) агсе Зы , 
с05 и 1 —х-у 
если |х| и |у| малы по сравнению с 1. 
3588. Упростить выражение 
с0$ (х + и- 2) — с0$х с0$ и с0$ 2, 


считая х, у, г малыми по абсолютной величине. 
3589. Функцию 


Е (х, И=-- И, УЕ (к, УВ 


Ай, у) НР, у 1 — РО, 9) 
разложить по степеням Я с точностью до #*. 
3590. Пусть [(Р) = Р(, у) и Р;(х, у) (=1 2, 
3) — вершины правильного треугольника, вписанного 
в окружность с центром в точке Р (х, у) радиуса р, 
причем х, = х-Н о, и, = у. Разложить по целым по- 
ложительным степеням р с точностью до р* функцию 


Р(р) = - (Р-Р КР. 


3591. Разложить по степеням Й и А функцию 
А,„ РЁ (х, у) = [а А, у —Га-ь, %) — 
Ро, У ЭГ, 9). 
3592. Разложить по степеням р функцию 


2” 
Е (р) = > Нх- р с0$ ф, у рэ 9) 49. 


Разложить в ряд Маклорена следующие функции: 


3593. [(х, у) = хил. 

3594. [(х, у) = ПИ-+х-+Уи. 

3595. [(х, у) = © пу. 

3596. [(х, и) == е* с0$ у. 

3597. { (х, у) = эт х зп у. 

3598. [(х, и) = с0$ х сп у. 

3599. | (х, у) = эт (х* + у"). 

3600. { (х, у) = ПИ -+) ШУ). 

3601. Написать три члена разложения в ряд Макло- 


1 
рена функции {(х, у) = | (Ех) 4 
24-2383 
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3602. Функцию е“+/ разложить в степенной ряд по 
целым положительным степеням биномов х—!1 иу-+ 1. 
3603. Написать разложение в ряд Тейлора функции 


| (х, 9) = в окрестности точки М (1, 1. 


3604. Пусть 2 — та неявная функция от х и у, опре- 
деляемая уравнением 23—2х2 -- }= 0, которая при 
х =1 ину == | принимает значение 2 == 1. 

Написать несколько членов разложения функции 2 
по возрастающим степеням биномов х—1 и у. 

Изучить типы особых точек следующих кривых и 
примерно изобразить эти кривые: 

3605. у? = ах? -- хз. 3606. хз -|- уз — Зху = 0. 

3607. хз =и и. 3608. 2 + и =. 

3609. (х? - 2)? = а? (х—у2). 3610. (у—х?) = м. 

3611. (ах) и? = (2—х) х*. 

3612. Изучить форму кривой у? = (х—а) (х—5)х 
х(х—с) в зависимасти от значений параметров а, 5,0 
@=ь=0. 


Исследовать особые точки трансцендентных кривых! 
3613. у=1—е®. 3614. у? =1-е-®, 3615. у=х шх. 


Хх 
3616. Я ам . 


3617. у=агсёв (-=-)- 3618. и зт-®. 
зах х 

3619. /2=зплх?. 3620. у? = $1п3х. 

8 7. Экстремум функции нескольких переменных 


1°. Определенне экстремума. Пусть функция 
Е(Р) = Нхь..., Жи) определена в окрестности точки Ру. 
Если или [(Ро) > [(Р), или { (Ро) < [(Р) при 0 < р(Рь, Р) < 
< 8, то говорят, что функция [ (Р} имеет строгий экстремум 
{соответственно максимум или минимум) в точке Ро. 

2°. Необходимое условие экстремума. 
Дифференцируемая функция [ (Р) может достигать экстремума 
лишь в стационарной точке Ръ, т. е. такой, что 4 (Ро) = 0. 
Следовательно, точки экстремума функции Е(Р) удовлетворяют 


системе уравнений (м, ча Х )=оп=1, ва ., П). 
3°. Достаточное условие экстремума. 
Функция { (Р) в точке Рь имеет: 


п 
а) максимум, если & (Ре) = 0, 4М (Ре) <0, при У. 14х:|550, в 
Г 
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п 
6) минимум, если 4} (Ро)= 0, 42| (Ро)> 0`при х 14хИ %0. 

{= 
Исследование знака второго дифференциала 4? (Ру) может 
быть проведено путем приведения соответствующей квадратич- 

ной формы к кзноническому виду, 

В частности, для случая функции [ (х, у) двух независимых 
переменных х и у в стационарной точке (хе, 5%) (4{ (же, уз) == 0) 
при условии, что О = АС— В? #0, где А=|,, (ж, И), 


В = {у (хо, 4), С=Ё (ж, 0) имеем: 

1) минимум, если Ь >0, А>0 (С>0); 

2} максимим, если Др > 0, А<0 (С< 0); 

3) отсутствие экстремума, если р < 0. 

4°. Условный экстремум. Задача определения 
экстремума функции / (Рь) = (х,..., хи) при наличии ряда 
соотношений Фф;(Р) =0(4=1,..., т; тж п) сводится к на. 
хождению обычного экстремума для функции Лагранжа 


Г (Р) =1(Р) + >. м (Р), 


где М {(=1,..., т) — постоянные множители. Вопрос о су- 
шмествовании и характере условного экстремума в простейшем 
случае решается на основании исследования знака второго 
аифференциала 42 (Ро) в стационарной точке Ру функции [. (Р) 


при условии, что переменные 4х1, ..,, Цхи связаны соотноше- 
ннями 


под 
у =о (=Ь.. т. 
11 051 


5’. Абсолютный экстремум. Функция [-(Р}, 
дифференцируемая в ограниченной и замкнутой области, до 
стигает своих нанбольшего и наименьшего значений в этой об» 
ласти или в стабионарной точке, или в граничной точке области‹ 


Исследовать на экстремум следующие функции не 
скольких переменных: 


3621.2 == х? - (у—1)*. 3622. 2 = х? — (у1), 


3623. 2 == (хХи- 1}. 

3624. 2 = 2 — ху + у — 2 + у. 

3625. 2 == х3уз (6—х—у). 3626. 2 = х? +- уз—Зху, 
3627. а=м и — х* — 2х. 

3627.1. 2 = 2% + и —х? — 27. 


3628. ее &>0, у>0). 


3629. г=яд/ =. (@>0, 6> 0). 
24* 
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—_ а с 2 а 

3630. 2 ЕТ @-И-е=0). 

3631. = жи. 

3632. 2 == 2% (8х3 — бху-- 3"). 

3633. 2== е*1- (5— 2х). 

3634. 2= (5х-+7у—25) ею, 

3635. 2 =" + лу + у —4Шх— 10 ту 

3636. 2=зш х + с0$ и- с0$ (х—9) (0 я < п/2; 
0О<у<л/2). 

3637. 2 = зшх зт уз (ху) Ох < л;0<у< т). 


3638. г-=х—2у Шуи +3 агёв 
3639. 2 = ху т (х? - у). 

3640. 2 = х у Е 4 зпх ту. 

3641. а=(е уе чи. 

3642. и == хз + у? + 2 + 2х + 4у— 62. 
3643. в РЕ 12ху - 22. 


3644. и=х-+ и (х>0, и>0, 2>0). 
3645. и = ху?23 Ее {а > 0). 
3646. и — т р ты = + (>0, у>0, 2#>0, 


а>0, Ь>0). 
3647. и = зшх Е зти | за — п (х + у-+ 2) 
(0О=х<я; ры 


3648. их = и (1— х,— 2%,—...— ПХ.) (х,>0, 
Х:>0,...- Хи>0). 
3649. их... 7 ет (х;>0, 
м Хз Хи 
#=1, 2, чье Я 


). 
3650. Задача Гюйгенса. Между двумя по- 
ложительными числами а и В вставить п чисел ху, 
х.,...з Х, Так, чтобы величина дроби 


ры Х1Х.... Хл 
жа). и 
была наибольшей. 
Найти экстремальные значения заданной неявно 
функции 2 от переменных х и у: 
3651. х -- у? + 2 — 2х + 21—42 — 10 =0. 
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3652. х2- у? -{ 2? — ха-уг + 2х + 2у +22 —2 =0. 

3653. ифии = а* (х* + у? — 21). 

Найти точки ‘условного экстремума следующих функ- 
ций: 

3654. 2 = ху, если х+иу=1 

3655. 2==+-^, если у =1. 

3656. 2—2 у, если +=! 

а 

3657. г= Ах --2Вху--Су?, если 2-у=1. 

3657.1. 2 == х* -- 12ху -- 2у?, если Е = 25. 

3658. г == с032х -- с05 и, если х—у = 

3659. и=х— 2у-- 22, если х + у +2 =1. 

3660. и=х” у"2?, если х+у2=а (т>0, 
п> 0, р>0, а>0). 

3661. и = х* + у - 22, если НЯ 1 
(@>5>е>0). 

3662. и -= ху?22, если х + 2у + 32 =а (х>0, 


у> 0, 2>0, а>0). 
3663. и = хуг, если х? - и? -{ 21 =1, х + уг =0. 


3663.1. и = ху - уз, если х?-- у? =2,у-+2=2 
(х>0.и>0, 2>0). 
3664. и = за хп ут 2, если хфу+г= -- 


&> 6, у>0, ё>0. : 
3665. =, если х? + у 2 =1, 
Ге В 50 (>> 6>0, 


с05? а +- созВ - соз?у = 1). 
3666. и = (х—Е)? - (у—п1)? + (2—6)*, если Ах + 
+ Ву - С2 = 0, 2 -- 8 + 22 = Ю*, Е = ы ——- 
с0$ © с05 В 
ег Ь 
<95 


3667. и=ю-ж--...-х, если ть 


1 а: 


8 где соз№х -- соз?В -- со? = 1. 


а = (>00; 1=12,...тп). 


3668. иже +. ‚+  Ф>|) если х.-Ё 
+х, +... =а (@>9). 
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3669. ие „..---м, вели 
1 г] 


п 


Вых - Вох. . Вах, = 1 
(‹>0, В. >0, х>0, {= | 2, ...;у п). 
3670. и==жхе... хит, если х,--х,--...-х, =а 
{@>0, и> 1=Ь2,... 1). 
3671. Найти экстремум квадратичной формы 


п 
и=Уацих (аи=ан) 
ь? 


при условии 


м =1. 
{= 
8672. Доказать неравенство 
ху ху\" 
ее) 
если п > 1ихр 0, у> 0. 


1 
Указание. Найти минимум функции г = кг (хп | м") 
при условии х--у== $5. 


3673. Доказать неравенство Гёльдера 


Хан« (54) (54) 


ь о 
(«>5, х>20, 1=.2,... п; ЕЬ и 1). 


Указание, Найти минимум функции 


А АТ 
“- (24) (4) 


[3 
р ах; = 


= 


3674. Доказать неравенство Адамара для опреде- 
лителя А = |аи| ме п: 


<1(4). 


прн условии 
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Указание. Рассмотреть экстремум определителя А = 
== |а1;| при наличии соотношений 


Хау (=... п). 


Определить наибольшие (зир) и наименьшие (11) 
значения следующих функций в указанных областях: 

3675. 2 = х_2у—3, если ОЗх<1, Оу 
О<х-у< 1. 

3676. 2 = х? - у?—12х -- 16у, если х? - у? < 55. 

3677. 2 = х—ху + у*, если |х| + |у| < 1. 

3678. и == хз - 2? -{ 327, если х?- у? -{ 22 < 100. 

3679. иЕхф у 2, если + у <2<1. 

3680. Найти нижнюю грань (11) и верхнюю грань 
(бир) функции 


и == (худеем 


в области х> 0, у> 0, 2 > 0. 

3681. Показать, что функция 2 == (1 - е#) соз х— уе 
имеет бесконечное множество максимумов и ни одного 
минимума. 

3682. Является ли достаточным для минимума функ- 
ции }{ (х, и) в точке Мо (хо, у), чтобы эта функция име- 
ла минимум вдоль каждой прямой, проходящей через 
точку Мо? 

Рассмотреть пример } (х, у) = (х—и?) (2х—у?). 

3683. Данное положительное число @ разложить 
на п положительных сомножителей так, чтобы сумма 
обратных величин их была наименьшей. 

3684. Данное положительное число а разложить на п 
слагаемых так, чтобы сумма их квадратов была наи- 
меньшей. 

3685. Данное положительное число а разложить на п 
положительных множителей так, чтобы сумма заданных 
положительных степеней их была наименьшей. 

3686. На плоскости даны п материальных точек 
Р, (хи, и1), Ра (х», 9:),..., Ра (хн, 1) © массами, со- 
ответственно равными т,, т.,..., Ти. 

При каком положении точки Р (х, у) момент инер- 
ции системы относительно этой точки будет наимень- 
шим? 

3687. При каких размерах открытая прямоугольная 
Е Ра одной вместимости У имеет наименьшую поверх- 
ность? 
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3688. При каких размерах открытая цилиндриче- 
ская ванна с полукруглым поперечным - сечением, по- 
верхность которой равна $, имеет наибольшую вмести- 
мость? 

3689. На сфере х?- у?- 2? = 1 найти точку, 
сумма квадратов расстояний которой от п данных то- 
чек М; (хь и, г) (=12,..., п) была бы минималь- 
ной. 

3690. Тело состоит из прямого кругового цилиндра, 
завершенного прямым круговым конусом. При дан- 
ной полной поверхности тела, равной @, определить 
его измерения так, чтобы объем тела был бы наи- 
большим. 

3691. Тело, объем которого равен И, представляет 
собой прямой прямоугольный параллелепипед, нижнее 
и верхнее основания которого завершаются одинако- 
выми правильными четырехугольными пирамидами. При 
каком угле наклона боковых граней пирамид к их ос- 
нованиям полная поверхность тела будет минималь- 
Ной? 

3692. Найти прямоугольник данного периметра 2р, 
который вращением вокруг одной из своих сторон об- 
разует тело наибольшего объема. 

3693. Найти треугольник данного. периметра 2р, ко- 
торый вращением вокруг одной из своих сторон обра- 
зует тело наибольшего объема. 

3694. В полушар радиуса Ю вписать прямоугольный 
параллелепипед наибольшего объема. 

3695. В данный прямой круговой конус вписать пря- 
моугольный параллелепипед наибольшего объема. 


3696. В эллипсоид ^^ 4-4 у. += 1 вписать 
а? 


прямоугольный параллелепипед бат пе объема. 

3697. В прямой круговой конус, образующая ко- 
торого { наклонена к плоскости основания под углом а, 
вписать прямоугольный параллелепипед с наибольшей 
полной поверхностью. 


г 
3698. В сегмент эллиптического параболоида — == 
[4 


т. г == с, вписать прямоугольный паралле- 


лепипед наибольшего объема. 
3699. Найти кратчайшее расстояние м 
Мо (х, и, 20) от плоскости Ах - Ву - С +В = 
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3700. Определить кратчайшее расстояние 4 между 
двумя прямыми в пространстве 


м м Ша 
т: п Ра 
и 
Х — Х И. 
т п р» 


3701. Найти кратчайшее расстояние между парабо- 
лой у = х? и прямой х—у—2 = 0. 
3702. Найти полуоси центральной кривой второго 
порядка 
Ах? + 2Вху - Су? = 1. 


3703. Найти полуоси центральной поверхности вто- 
рого порядка 


Ах? -- Ву? + С2? -- 2)ху + 2Еуг + 2Ехг = 1. 


3704. Определить площадь эллипса, образованного 
пересечением цилиндра 


плоскостью 
Ах - Ву -{ С2 = 0. 


3705. Определить площадь сечения эллипсоида 
о а _ 
иты тая! 
плоскостью 


х с05 & + у соз В -- 250$ у = 0, 


с0$8а, -- с0528 -- со$2у = 1. 


где 


3706. Согласно принципу Ферма свет, исходящий 
из точки А и попадающий в точку В, распространяется 
по той кривой, для прохождения которой требуется 
минимум времени. 

Предполагая, что точки А и В расположены в раз- 
личных оптических средах, разделенных плоскостью, 
причем скорость распространения света в первой среде 


равна 9., а во второй и„, вывести закон преломления 
света. 
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3707. При каком угле падения отклонение светового 
луча (т. е. угол между падающим и выходящим лучами), 
проходящего через призму с преломляющим углом & 
и показателем преломления п, будет наименьшим? Оп- 
ределить это наименьшее отклонение. 

3708. Переменные величины х и у удовлетворяют 
линейному уравнению у = ах -- 6, коэффициенты ко- 
торого требуется определить. В результате ряда равно- 
точных измерений для величнн х и у получены значения 
хи (= 2,..., п). 

Пользуясь способом наименьших квадратов, опреде- 
лить наивероятнейшие значения коэффициентов а и 6. 

Указание. Согласно способу наименьших квадратов 


наивероятнейшими значениями коэффициентов а и $ являются 
те, для которых сумма квадратов погрешностей 


п п 
Хань и) 
{= {= 
будет наименьшей, 


3709. На плоскости дана система п точек Михь и) 
(=12,...,тп). 
При каком положении прямой 


х с05 а + узта —р=0 


сумма квадратов отклонений данных точек от этой 
прямой будет наименьшей? 

3710. Функцию х? на интервале (1, 3) приближенно 
заменить линейной функцией ах -+- 5 так, чтобы абсо- 
лютное отклонение 


А = зир[х? — (ах +5)! 1<х<3 
было минимальным. 


ОТДЕЛ УП 
ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 


$ 1. Собственные интегралы, зависящие 
от параметра 


1°. Непрерывность интеграла. Если функ- 
ция | (х, и) определена.и непрерывна в ограниченной области 
р < х=А; 6 уз В], то 


А 
Е (9) = [[(, у) 4х 


представляет собой функцию, непрерывную на сегменте 
ь=у= В. 

2. Лифференцирование под знаком ин- 
теграла. Если сверх указанного в 1°, частная производная 
Рх, У) непрерывна в области А, то при 6 < у < В справедлива 
формула Лейбница. 


4% 2, 
3 Ла, дах = уе, уа. 
Уа а 


В более общем случае, когда пределы интеграции являются 
дифференцируемыми функциями Ф (у) и (у) параметра у в 
< $(1) <А, а<ф (И < А при б<ус< В, имеем: 

а? 
——- | Ц дах =), у, И’ 
4 др 


Фи, 

ких 6<у«ав. 
. Фу) 

3°. Интегрирование под знаком инте- 
грала. При условиях 1° имеем: 


в А А 7: 
1%] (к, дах = | 4 1 уу. 
а З 
371. Показать, что интеграл 


1 
Е = [1% д 
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от разрывной функции |(х, и) = зп (х—у5) является 
функцией непрерывной. Построить график функции 
и=Е(. 

3712. Исследовать на непрерывность функцию 


1 
[0 
Е о 


где функция } (х) непрерывна и положительна на сег- 
менте [0, 


3713. Найти: 
ет ах . 
: м. й $ 
о Греки: 9 № Нч 
2 1 
в) шп | х2 с05 ох4х; г) Шт ЭР. И 
@-00 1-00 1+ (+) 


3713.1. Найти 


ыы В 110 
Шт Ге“ 946. 
Вс 9 


3714. Пусть функция {(х) непрерывна на сегменте 
[А, В]. Доказать, что 
Ни] +8) —/ 4-09 —Л@) (А<ачх<В) 
3714.1. Пусть № $ (х) >20 п=Ь &....) и 
[-1, 1}; 2) фл (х) > 0 при п -—+ © нае < |х| < 
3) [9,60 4х — 1 при п -+ ©. 
Доказать, что, если | (х) С С [--1, 1}, то 


1 
Шт ГР ® 9) 4х =ГО. 


3715. Можно ли совершить предельный переход под 
знаком интеграла в выражении 


1 
Шт (-^ ем ах 
уу У 
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3716. Можно ли вычислить по правилу Лейбница 
производную функции 


1 
Ру=[ пути 
при у = 0? 
3717. Вычислить 2’ (х), если 
Е(х) =| е-"ау. 
3718. Найти А’ (@), если: 
с05& — о® } 
а Ред [а 6 РФ а 
яп“ 


в 
к Ре) =| мая ны 
9 
г) Ред = [Гео х— ©) ах; 


ий ха 


д) Р(а) ы. ах т (ел —о) ау. 
3719. Найти Р’' (х), если 
Е =| +94, 


где [| (х) — дифференцируемая функция. 
3720. Найти ЕЁ” (х), если 


Ф 
=! Нух— учу, 


где аи |[ (и) — непрерывная на [а, 65] функция; 
3721. Найти Ё’' (х), если 


в в 
Ро [Ге @>0, 


где }(х) — непрерывная функция. 
3722. Найти РЕ) (х), если 


х 


Е@) = (1 (0—0 4%. 
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3722.1. Доказать формулу 


а О 
0 


д 


п=ь4...). 
Пользуясь формулой (1), получить оценку: 
а" 1 1 
ива 


3723. Функцию | (х) = х? на промежутке 1 <х<3 
приближенно заменить линейной функцией а -|- 5х так, 
чтобы 


< 
п 


3 
{@ 6х — 2). ах = п. 


3724. Получить приближенную формулу вида 
МТ мах (0<х<!1 
из условия, что среднее квадратичное отклонение функ- 
ций а-+- 6х и ^/1-Е Х? на данном промежутке [0, 1] 
является минимальным. 
3725. Найти производные от полных эллиптических 
интегралов 


л/а 
Е(® = | ^— ши? ф аф 


п/а 
Р®= | и дей 
; М1 — № пФ 
и выразить их через функции Е (#) и Р (*). 


Показать, что В (А) удовлетворяет дифференциаль- 
ному уравнению 


Е" (®) +--Е + =0, 


8726. Доказать, что функция Бесселя целого индекса п 


Е (#) 


1 — #3 


х 
Ла (х) = — | с0$ (пф—х п $) 4ф 


удовлетворяет уравнению Бесселя 
Ув (х) + Хх, (х) -|- (х2— п?) 7) = 0. 
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3727. Пусть 1 ре, где функция ф (х) 


М«—х 
0 


непрерывна вместе со своей производной $’ (х) на сег- 
менте 0 < х < а. 
Доказать, что при 0 < & < а имеем: 


а 
Г (@) -— 0$ (0) + ф” (х) ах. 


че} =: 


Указание. Положить х == ©. 
$728. Показать, что функция 
1 


и) =[ Ко, 904, 
где ры 
_ [1—9 если х<у 
ыы я | у(1—х), если х>у, 
и 0 (у) непрерывна, удовлетворяет уравнению 


и" (х) = —9() 0<х<1, 
3729. Найтя Рзи(х, и), если 
ху 
Е(х, )= | &«— до е, 
где } (2) — дифференцируемая функция. 
3730. Пусть # (х) — дважды дифференцируемая функ- 
ция и Р (х) — дифференцируемая функция. 
Доказать, что функция 


и 
их, д = Ради + | Р@@ 


удовлетворяет уравнению колебаний струны 
Е 
д — дх? 
и начальным условиям: и (х, 0) == } (х), иг (х, 0} = ЕЁ (х). 
3731. Показать, что если функция } (х) непрерывна 
на сегменте [0, /] и (х—&)* + у? + 23 52 0 при 0 ЗЕЗЬ 
то функция 


1 
и (х, и, о 
р М — у -+у-а 
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удовлетворяет уравнению Лапласа 
ди ди 0*и 
+ 
дк 9%? дг2 
Прнменяя дифференцирование по параметру, вы- 
числить следующие интегралы: 
я/2 


3732. 4 11 (а? 3113 х-|- 6? с03* х) ах. 


=0. 


3733. | 11 (1 —2а со; х-|- а?) ах. 


{9х 


14605 ах (а|< | 


1 асозх. с05 х 


3734. | -=авеню _агсв (а1в х)_ ах. 
0 

п? 
3735. о 


3736. Пользуясь формулой 
1 


агМех ау 
х 1 -{ х2уз 


вычислить интеграл 
1 
| агс4е х ах 


$ й 1 — х 


3737. Применяя интегрирование под знаком интаг- 
рала, вычислить интеграл 
1 


# — 
и (а>0, 5>0. 
шх 


3738. Вычислить интегралы: 
хе — ха 
а) | п (№ = т 


6) Г ("-) ы = ——— ах (@>0, 6>9). 
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3739. Пусть Р (Е) и Е (Е) — полные эллиптические 
интегралы (см. задачу 3125). Доказать формулы 


Е 

а) | Ев Еак=Е (НЕ (В); 
Е 

6) [Е (рва =--[(1 +) Е®-ВЕ(], 
9 


где @ = 1—*. 
3740. Доказать формулу 


х 


{ хо (х) ах = ХЛ (Х), 


где Уь (х) и Л, (х) — функции Бесселя индексов 0 и 1 
(см. задачу 3726). 


$ 2. Несобственные интегралы, зависящие 
от параметра. 
Равномерная сходимость интегралов 


1°. Определение равномерной сходи * 
мости, Сходящийся несобственный интеграл 


о ь 
} А дах = Шт [Го да (1) 
а 5-2 в 


где функция [ (х, и) непрерывна в области ах - о, 
И1, ЗИ < у, называется равномерно схсдящимся в интервале 
(ул, у), если для любого Е > 0 существует число В = В (г) 
такое, что при всяком 2 > В имеем: 


+ 
{ Р(х, и) ах 
$ 


Равномерная сходимость интеграла (1} эквивалентна равно- 
мерной сходимости всех рядов вида 


<е (и<у< у»). 


< Чи 
У [1% ища, (2 
п=0 ал 

где аа < а <а.<... «За, < а, <... и Шт аа=- оо. 


н=-> 
Если интеграл (1) сходится равномерно в интервале (у1, из), 
то он представляет собой непрерывную функцию 
параметра 4 в этом интервале. 
2. Критерий Коши. Для равномерной сходимости 
интеграла (1) в интервале (у;, уз) необходимо и достаточно, 


25—2383 
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чтобы для любого = > 0 существовало число В == В (г) такое, 
что 


$" 
| У 4х | «Зе при у: <у<уь 


если только 5’ > В и ё"> В. 

3°. Критерий Вейерштрасса. Для равномер- 
ной сходимости интеграла (1) достаточно, чтобы существовала 
не зависящая от параметра у мажорирующая функция Р (х) 
такая, что 

На |= ЕО) при азх< о 


со 


2) [ Е) 4+. 


4°. Аналогичные теоремы имеют место для несобственных 
интегралов от разрывных функций. 


Определить области сходимости интегралов: 


+оо 
бы 
3741. | т 
х 
0 
{оо = о 
3742. | 605% (Ц, 3743. { ыы РА 
ХР - х9 хР 
л 0 
2 
3744. \ = 
ИрярР 
9 
. | 
с0$ 
3745. ах. 
у | — х2 
0 
оо 
ы япх 
3746. ) и (р>0). 


При помощи сравнения с рядами исследовать схо- 
димость следующих интегралов: 
оо 


3747. | Це 
0 


ха 
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3748. \ — ^^ (>00). 
1 хх 


3749. —“ 


ХР Уи х 
4+» | , 
3750. | ет) (р, 
хп 
0 


3751. Сформулировать в положительном смысле, что 
«оо 


значит, что интеграл | [(х, и) ах сходится неравно- 


а 
мерно в заданном интервале (1, у.)? 


+ 


3752. Доказать, что если 1) интеграл [ }{(х) 4х схс- 


дится и 2) функция ф (х, у) ограничена и монотонна 
по х, то интеграл 


со 
] 1) Ф(х, уах 


сходится равномерно (в соответствующей области). 
3753. Доказать, что равномерно сходящийся интеграл 
Чо И Г 


и, 
[= | е! и) к 0<,у<1 


нельзя мажорировать сходящимся интегралом, не за- 
висящим от параметра. 


оо 
3754. Показать, что интеграл [= | ае-с^Ах 


1) сходится равномерно в любом промежутке 
О<а<а<фи 
2) сходится неравномерно в промежутке 0 < а < 65. 
3755. Доказать, что интеграл Дирихле 
2 
[= { тах ах 
х 
о 
1} сходится равномерно на каждом сегменте [а, 6], не 
содержащем значения @& = 0, и 2) сходится неравно- 
мерно на каждом сегменте [а, 8], содержащем значе- 
ние а = 0. 
25* 
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3755.1. Исследовать на равномерную сходимость 
интеграл 
+со 
4х 
=: 
1 
в следующих промежутках: а) 1<% << + о; 
6) 1 <а< + о. 
3755.2. Исследовать на равномерную сходимость 


интеграл 
1 


| 2 при 0<а<1. 
ха 


0 


3755.3. Показать, что ета | 


сходится 


неравномерно в интервале | <а& < -+ <. 
Исследовать на равномерную сходимость в указан- 
ных промежутках следующие интегралы: 
+9 


3756. { е-ч“зтхах (0<% <а< + оо). 
оо 

3757. [| юещх @а<а<5). 
1 


+Ноо 
3758. а (—ю<а< +). 
12 


—с 
+2 


3759. ыы 


а (О<а-— + оо). 


со 
яп х 


3760. | Вт е-ещх 0 <а< +). 
3760.1. | р 0<р<Ф. 


3761. ем 0 << + о), 


1 
где р>>0 фиксировано. 
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3762. Н А/а е-ч4х (0 <а<-{ о). 


3763. и г-“—@У4х; а) а<а<36; б)—ю<а< +. 


+ 
3764. | е-—" 1+) зпхау (— < х< + 05). 
оо 
т 8 
3765. +” и (>9. 


3765.1. Подобрать число 6 >> 0 так, чтобы 
+> 
о< | т — < при 1,1 <п< 10, где в= 10%, 


3766. | хР-! ии —— 4% а) р> р >0; 6) р>0 


=—.. ы 


(9> —1). 


3767. а 0<п< +0). 


2 ——>.. 


1 — 2 


3768. ро = (0<п<2). 


2 
3769. = ре (11<-). 
В Уве . 


3770. а 0<а«< 1). 


и — а 


3771. Интеграл называется равномерно сходящимся 
при данном значении параметра, если он равномерно 
сходится в некоторой окрестности этого значения. До- 
казать, что интеграл 


т а 4х 
=. | 1-Е а 
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сходится равномерно при каждом значении © == 0 и не 
сходится равномерно при & == 0 
3772. Законен ли переход к пределу под знаком 
интеграла в выражении 
+со 
Ни [| ае-ехалх? 
&->--0 0 


3773. Функция {(х) интегрируема в промежутке 
(0, -- со). Доказать формулу 
+ += 
Ни [| е-951 (хуах-== | НКдах. 
ео 6 6 


3773.1. Доказать, что если { (х) абсолютно интегри- 
руема на [а, -- со], то существует Им } (х). 
хо 


3774. Доказать, что 
«оо 
т | Кот пхах =0, 
п-оо 
если функция {(х) абсолютно интегрируема в про- 
межутке (0, -- со). 
3775. Доказать, что если 1) } (х, и) —* [(х, о) в каж- 
дом конечном интервале (а, 6); 2) || (х, и)| < Е (<), где 


«со 
? Е (х) ах < -+ о, то 
ы со оо 
Нт ГК, уах= | Шт Кох, у 4х. 
ужи а @ у>у% 
3776. Вычислить тт 


ее Ге 


используя предельный переход под знаком интеграла. 
3776.1. Пусть }(х) — непрерывна и ограничена на 
10, -Е со). Доказать, что 


и -] 
Ит-2 { 1 10). 
0 " ы 


3776.2. Найти 
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3777. Доказать, что интеграл 


со 


4- 
Е(а)= | е-и— 4х 


есть непрерывная функция параметра а. 
3777.1. Показать, что 


есть непрерывная функция в интервале 0 < а < 1. 
3778. Определить точки разрыва функции 


м В 
Е (а) = | ах. 


0 


Построить график функции у == Р (а). 


Исследовать на непрерывность в указанных проме- 
жутках следующие функции: 
хе 


3779. Е(@)= и = _ приа>2. 
0 
и.) 


с05х 


3780. ЕЁ (<) = ах при &>0. 


‚= 
д 
3781. Ё (а) о ы 4х при 0<а<2. 
0 
+ 


1х 


3782. Е(а)= у ах прио<а<1, 
0 
+ 


3783. Е (а) = й ае-х при — с << о. 
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8 3. Дифференцирование и интегрирование 
несобственных интегралов под знаком интеграла 


19. Дифференцирование по параметру. 
Если 1) функция [(х, у) непрерывна вместе со своей. произ- 
водной в, (х› у) в области сзх<-о, и <у<и 

++ оо я 
2) | Е(х, у 4х сходится; 3) | |, (х, у) ах сходится равномерно 

а а 

в интервале (ит, И2), то 


а 1 > 
—— [1х ив | Ьо, ах 
4у а а 
при и: < у < у» (правило Лейбница). 
2. Формула интегрирования по пара- 
метру. Если 1) функция | (х, у) непрерывна при хга и 
о 


1 <у=уи: 2) | [(х, и 4х сходится равномерно в конечном 


а 
сегменте [у1, уз], то 


уз 4 + оо 2 
Га [1 уфе [| 4. (1) 
и в в у 


Если | (х, и) >0, то формула (1) верна также и для беско- 
нечного промежутка (у:, и/2) в предположении, что внутренние 
интегралы равенства (1) непрерывны и одна из частей равенства 
{!) имеет смысл. 


3784. Пользуясь формулой 
1 
| х-Мх ве ("> 0), 
9 п 
вычислить интеграл 


1 
[= [ хп” х 4х, где т— натуральное число. 
0 


3785. Пользуясь формулой 


+се 
| —“_= ^_ (>09, 
ха 2^/а 
вычислить интеграл 


42 


[= | а, где п— натуральное число. 
Хх а ь 


$ 3. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 393 


3786. Доказать, что интеграл Дирихле 


Г (а) = | а ах 
[В 


имеет при < 52 0 производную, однако ее нельзя найти 
< помощью правила Лейбница. 
Указание. Положить ах = у. 


3787. Показать, что функция 
Но 


Ро | еее 
1+ а)? 
0 
непрерывна и дифференцируема в области 
—_ ю<«а< +. 
3788. Исходя из равенства 


е1* — Ри 


5 
== | еду, 


х 


вычислить интеграл 
оо 


е4х — г—8х 
\ —_—__ 4х (а>0, >09. 
3789. Доказать формулу Фруллани 
> 
] КВА ах — 0) Ш. (а>0, 8>0, 
а 


Нос 
где [< — непрерывная функция И интеграл 
А 


[< 
х 


имеет смысл при любом А > 0. 
Применяя формулу Фруллани, вычислить интегралы: 


Е о 
3790. пы (а>0, 5>0). 


х 


> 


со 
3791. п т (150, 6550]; 
[1] 
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+ оо 


3792. к. (а>0, 6>0. 


х 
0 


С помощью дифференцирования по параметру вы- 
числить следующие интегралы: 


г — „вм 
3793. \ ——4 @>0, >59. 
о 
че 0х — в Вх \? 
3794. [—=—) 4х (&>0, В>0. 
0 
” —@х —В 


3795. а тхах (@>0, В>0. 
* 


еб — Ри 
3796. \ — сома (@>0, В>9. 
х 


А/1— 2 


3798. ся {|< = 1). 
0 
+ 


Ве а 


агсёр ах агсё8 Вх. а 


0 
со 
3801. | ы 
0 
Я па ола) а (1 829) 
3802. | =. 4х. 
[] 
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3803. Вычислить интеграл Эйлера — Пуассона 
+ со 
1= фе, 


исходя из формулы 


-Роо + 
В = [| е-мах [ хе-мицу. 
0 0 


Пользуясь интегралом Эйлера — Пуассона, найти 
величины интегралов: 


«оо 
3804. [ елевкно 4х (а>0, ас —5*>0). 


оо 
3805. | (а -- 2х -| сл) ее -+9 4х 
(4>0, —6>0). 
«Рос 
3806. [ е-““сНёхах (а>0). 


+ 
3807. 91) 4х (а>0). 


3808. 4х (а>0, В>0. 


со 
{ 
+ 
я 
ха 
0 
оо 


3809. | е— 4 с0зфх ах (а>0). 
+ 

3810. ] хе-в* зп 6х ах (а>0). 
= 


3811. [ хме-я соз26х ах (п — натуральное число}, 
о 


3811.1. о что 
о Г ей} = ^/ т (&>0, 6>0). 
3812. Исходя из интеграла 
по рее-вве Вх ах (@> 0), 
6 
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вычислить интвграл Дирихле 


4% _ 
28 = { РЕ дк. 
0 
3812.1. Какой примерно вид имеет график интег- 
рального синуса 
у = Эх, 
где 


х 
ре 


Используя интегралы Дирихле и Фруллани, найти 
величины интегралов: 


оо 
| г" — соз Вх 


3813. 
г 


4 (>90). 
Ч 
За, мик (ор 18. 
4-оо + $ 
3815. ев оз Вх и, 3816. { Ра, 
х 


0 
3817 "эта ах. — 3818 "С ( зпая. В сх 


3819. 


3820, ни ах = В (98 ==0), 


зп (х*) ах 


х 


3821, 


=<— =<— =——4 
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= 


3622. ет (#220, а>0, В>0) 
х 
0 


3823. Найти разрывный множитель Дирихле 
оо 
р(®=-2. \ эт соз Ах № 
л А 


для различных значений х. Построить график функции 
у=о (%). 


3824. Вычислить интегралы: 
ых эт ах ыы пах 
а) у. Р. | о 6) у. р. нах. 


3825. Пользуясь формулой 


| 
1+ 2 


вычислить интеграл Лапласа 


++ со 
= [ еду, 
0 


оо 


ь- | с0$ ах йе 
в Ех 


4 
3826. Вычислить интеграл = | ыы 
1+2 
Вычислить интегралы: 
оо ве оо 
3827. \ ИХ д. 3828. | 0$ сх 
1 2 ; (Е-Е 2) 
0 


+2 
с05 их —_ ва 
3829. | арт @>0, «—И>0. 
3830. Пользуясь формулой 
1 2 + 


=—— е—4у (х>0), 
а 


398 ОТДЕЛ УП. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 


вычислить интегралы Френеля 
+ со 
| $11.(х2) ах = — - г. ыы ——— ах, 
0 Их 
«Но ты 
| с0$ (х?) ах =— > 5х. 
[1 = 


Найти величины интегралов: 


со 
3831. [ зп (а --26х-- 4х (а-20). 


++ 
3832. {| утл?-соз 2ах 4х. 


—о 


оо 
3833. | с0342-с0$ бах ах. 


—> 


3834. Доказать формулы: 


=Ноо 
О Хх 
= Я Чл = п ао; 
2а 
0 


Хх л 
2) ООН А ас, 
—м 2 


где а — О и интегралы понимаются в смысле главного 
значения Коши. 


3835. Найти преобразование Лапласа 
> 
Р(р= | РФ (>0 
для функции | (2), если: 

а) {() =! (п—натуральное число); 
(0 =щ/Р; в) Ко=е; 

г) {0=#е; д [0 = 

эго =-== 


ж) [(д=зта Е. 
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3836. Доказать формулу (интеграл Липишца) 
+0 
\ её. 7‚ (64) = 


0 


1 
а? -- 53 


(&>0), 


п 
где Л (х)= — | с0$ (х зт $) 4@— функция Бесселя 


0-го индекса (см. задачу 3726). 
3837. Найти преобразование Вейершитрасса 


в Ре, 


п --о 


если: 
а) (у) =1; 6) {@=и; 
в) [ (у) = ем9; г) | (у) == 0$ ау. 


3838. Многочлены Чебышева — Эрмита определяются. 
формулами 


Ни (9 =(— 1 е"- 


(е”) (п=0,1,2,...). 
ты что 


о. НН, ИВ и если т = п; 
ян = 2тп| ^/п, если т=п. 


3839. Вычислить интеграл 
ре 

\ [а | 
е 


(<, > 0, ав. > 0}, 
имеющий важное значение в теории вероятностей. 
3840. Пусть функция } (х) непрерывна и абсолютно 
интегрируема на промежутке (— со, - о°). 
Доказать, что интеграл 
= оо 


$ (х) = 4 


210103 


я. 
\ Не “м 4 
24 У пр о 
удовлетворяет уравнению теплопроводности 
ди | 02а 


и (х, = 
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и начальному условию 
Нити (х, д =РЕ©. 
{—-50 


$ 4. Эйлеровы интегралы 


1°. Гамма- функция. При х >> 0 имеем: 
+2 
Г(® = | ие 
Основное свойство гамма-функции выражается формулой по- 
нижения 
ГЕО =хГ С). 
Если п — целое положительное число, то 


Г(и)=(п—1; Г ани И- я. 
2 28 
2. Формула дополнения, При 0<х<! 
имеем: 


гг = 


этлх ° 
3°. Бета- функция. При х> 0 иу->> 0 имеем: 
1 
В (у) = [а 09а: 
0 
Справедлива формула 
г Го) 
Га ^ 
3841. Доказать, что гамма-функция Г (х) непрерывна 
и обладает непрерывными производными всех порядков 
в области х> 0. 
3842. Доказать, что бета-функция В (х, и) непрерывна 
и обладает непрерывными производными всех порядков 
В области х> 0, у> 0. 


В (х, 9) = 


С ПОМОЩЬЮ эйлеровых интегралов вычислить сле- 
дующие интегралы: 
1 а 


3843. [4/х— 2 ах. — 3844. [м уа— д ах (а>90). 
0 0 
-Ноэ т 
3845. \ И-о-аи 
(1-х 
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Е 
3846. | а, 
, 1-х 
оо 
3847. о 


1-х ' 


(п>1. 


= со 
3850. | хте-"цх (п— целое положительное), 


Определить область вуществования и выразить че- 
рез эйлеровы интегралы следующие интегралы: 


«со 
хт-— 
3851. | при (и>0. 
+2 
3852. | Их 
(1-Е х)" 
6 
р хтах 
3853. | ар. (а>0, Ь>0, п>0). 


[7] 
5 
и ад" хп 
3854. щи — ах 0<а-Ь, с> 9. 
а 
1 
3855. а (т>0). 
У! 
0 
п/2 2/2 
3856. | зщ” х с05" хах. — 3857, | 4" х ах, 
х 
17-х 
8858. | рвения (0<1#1<1). 


26-2383 
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+ п 
3859. Ге’ах (п>0). 


0 

оо ы 
3860. [ хте-*"ах. 

0 


1 
1 \2 

3861. (с ) ах. 

Г] 

о | 
3862. [ хре-я шхах (а>0). 

9 
а | а. 

: | 1-х 
[2] 


«со 


3864. ие 
: 1-х 
3864.1. { хи. 3864.2, | № 
12 1-м 
0 0 
со 
3865. 4% 
{ 1-х) шх 
1 
3866. к. ©<р—<1. 
0 


Указание. Этот интеграл можно рассматривать кан 
Ни [В (р, ®)—В (1 — р, 2)|, 
=>-0 


со 


3867. ев о<а<в) 
$ $6 Вх 


1 в-1 
3868. { шп Г (х) 4х. 3869. | юга» (а>0). 


1 
3870. | Г (х) п лх ах. 


1 
3871. (1пГ (х) соз 2плх4х (п — натуральное число). 
0 
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Доказать равенства: 


3872. Е 


1 
и хх —_ п. 


4 
0 \-= 
4-0 + о 


3873. | ге“ ах. | мех = —— 
0 


— = 


м | 


3874. Й т хе" 4х = (--у-едт й 


т= 


- о 
8 


3875. Ип Г е’4х=1. 


П>со 


Ес 
Используя равенство —-= . ея (х>0), 
т) 6 


найтн интегралы: 


с05 ах 


-- 
3876. 2 (0<т< |. 


+= 
3877. [| Мей 0<т<2) 
0 


3878. Доказать формулы Эйлера: 


+> 
а) | В-1е-М сова соз (Ат а) = т с0$ ох; 
0 


г 
6) [ В-е-м сз а зт (А зп 0) 4 == т $11 @х 
0 
(*>0, х>0, —1<а<=). 
3879. Найти длину дуги кривой 
тп = а” с05 пф (а > 0, п — натуральное). 


3880. Найти площадь, ограниченную кривой 
1-Й =а" (п>0, а>0). 
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$ 5. Интегральная формула Фурье 


1°, Представление функции интегра- 
лом Фурье. Еслн 1) функция { (х) задана на оси — со < 
< х< -, 2) кусочно-непрерывна вместе со своей производ- 
ной {’(х) в каждом конечном промежутке и 3) абсолютно инте- 
грируема на интервале (—се, +0), то во всех своих точках не- 
прерывностн она допускает представление в форме интеграла 
Фурье: 


оо 
1) = [ 00) со М - 6 0) мп Ая] 4, (1) 
где Ё 
1 + ПВ 
г) -— [| Е@) соз Е 4 и 5 =-— | ® тм. 


В точках разрыва функции {# (х) левая часть формулы (1) должна 
быть заменена на = ПЕНОНЕС — 0]. 


Для четной функции [ (х), с тем же замечанием относительно 
точек разрыва, формула (1) дает: 
а 
Ё(х) = | а (^) соз Ах 4, (2) 
0 
где 


оо 
а =-2. [Фо , 
я 


Аналогично для нечетной функции { (х) получаем: 
оо 


[од = Гот м, (3) 
где ь 
2 + 
= — [Г®ема. 
ло 


2. Представление функции интегралом 
Фурье в интервале (0, -- со). Функция [ (х), заданная 
в интервале (0, со) в кусочно-непрерывная вместе со своей 
производной р {х) на каждом конечном интервале (а, 5) < 
с (0, + ос), абсолютно интегрируемая на (0, - со), по желанию 
может быть представлена в данном интервале или формулой (2) 
(четное продолжение), или формулой (3) (нечетное продолжение). 


Представить интегралом Фурье следующие функции: 


1, если |х|< [Г 
ов на=[ если |х|>1. 

5епх, если |х|< В 
3382. м9 = [© если |х|>1. 
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3883. [| (х) = зп (х—а)— зп (х— И (6 >а). 


а 
3884. [© = 
0 


3885. [(х) === (@>9. 


х 
3886. Е (х) = фа (а>0). 
3887 _ если |х| < 
-Ры= 0, если о 


л 
созх, если |х| <>; 


3888. Е@® = 
0, — если |х|> >. 


если |х|>а. 


А зп ®Ь если || < ый ; 
[0 


3889. 10 =] 0 


ральное число). 

3890. { (х) =е-“!*!  (&>0). 

3891. { (х) = 27°! с0з Вх  (%>0). 

3892. | (х) =е-“1 я 1 51 Вх (а >0). 

3893. { (х) =е-*. 3894. [(х) = хе-®. 

3895. Функцию {(х) =е* (9<х< + ©) пред- 
ставить интегралом Фурье, продолжая ее а) четным об- 
разом; 6) нечетным образом. 

Найти преобразование Фурье 


Е(х) = В [бе 
( = | 


1-е © 
для функции } (0), если: 
3896. [ (х) =е-“!*! (&>0). 
3897. [| (х) = хе-@!*1 (&>0). 
3898. [(х) =ег®?. — 3899. | (х) =е-®? соз ах. 
о. Найти функцин ф ь и $ (>), если: 


8) _ $ (9) с0$ ху у = не 


+ 
6) | (И) зп лхиду=е-* (х>0). 


ОТДЕЛ УШ 
КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ. ИНТЕГРАЛЫ 


$ 1. Двойные интегралы 


1°. Непосредственное вычисление двой- 
ного интеграла. Двойным интегралом от непрерывной 
функции | (х, и), распространенным на ограниченную замкну“ 
тую квадрируемую область @, называется число 
Ё(х, у) 9х ау= Не [<ь и) Аждбу, 
п ‘ ' у) тах | &х;|-0 > У, # и) 9 
тах | Ау; |--0 1 
где Ах; = ж-чт — хь Ау) == у]: — У и сумма распростра- 
няется на те значения фи |, для которых (хг, у) С®. 
Если область @ задана неравенствами 


ах = Ь, у! (х) зу уз (%), 
где у: (х) и у; (х) — непрерывные функции на сегменте {[а, 5], 
то соответствующий двойной интеграл может быть вычислен по 


формуле 


ь из (х) 
(Гео, дах = [а* | Ее, у 4. 
[9] а ау: (х) 


2°. Замена переменных в двойном инте» 
грале. Если непрерывно дифференцируемые функции 


х=х(и, 0), у=уци, 9) 
осуществляют одно-однозначное отображение ограниченной и 


замкнутой области © в плоскости Оху на область ©’ в плоско- 
сти Оно, и якобиан 
 (х, и) 


В (и, 9) 
сохраняет постоянный знак в Я за исключением, быть может, 
множества меры нуль, то справедлива формула 


УР дахау = бе, 9, у, о) Пи в. 


В частности, для случая перехода к полярным координа 
там ги Ф по формулам х = г с03 Ф, у == г Уп Ф имеем: 


УГ, 94х44 = | [1005 9. гп ®) 747 44 
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3901. Вычислить интеграл | | ху 4х ау, 
ох< 


рассматривая его как предел интегральной суммы, раз- 
бивая область интегрирования на квадраты прямыми 


х = Ип, у= о (=... п 


и выбирая значение подынтегральной функции в пра- 
вых верхних вершинах этих квадратов. 


3902. Составить нижнюю 5 и верхнюю $5 интеграль- 
ные суммы для функции }(х, у) = х* -- у? в области 
1<х<2, 1 <у< 3, разбивая последнюю на прямо- 
угольники прямыми 


хе -+-^, у=1-+--2^ (]1=0,1,..., 1). 
п п 


Чему равны пределы этих сумм при п -> 9? 
3903. Приближенно вычислить интеграл 


ах ау 


а -- аи 
ху 525 

аппроксимируя область интегрирования системой вписан- 
ных квадратов, вершины которых Аг; находятся в целочис- 
ленных точках, и выбирая значения подынтегральной 
функции в вершинах этих квадратов, наиболее удален- 
ных от начала координат. Сравнить полученный резулв 
тат с точным значением интеграла. 


3904. Приближенно вычислить интеграл |. [ ^/х-- у 4$, 


где 5 — треугольник, ограниченный прямыми х =0, 
у=0 и х-у=1, разбив область $ прямыми х = 
== с015{, у = соп$1, х + у = соп5{ на четыре равных 
треугольника и выбрав значение подынтегральной функ- 
ции в центрах тяжестей этих треугольников. 

3905. Область $ {х? -- у? < 1} разбита на конечное 
число квадрируемых частей А5; (= 1,2,..., п) диа- 
метра меньше чем 6. При каком значении 6 будет обес- 
печено выполнение неравенства 


’ 


№ т (х-- у) 45 — У зп (ж-- и) 4$: |< 0,001, 
{= 
где (х, и) С А$Р 
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Вычислить интегралы: 
1 1 1 х 

3906. [ах [(«--у ау. 3907. [4х | хузау. 
0 0 0 м 


2п а 
3908. [ аф [из ф 4". 
0 0 


3909. Доказать равенство 


А В 
хо уфахау =[ ходах. [У Фа, 


если Ю — прямоугольник: а<х<А, в <у< В, и 
функции Х (х) и У (и) непрерывны на соответствующих 
сегментах: 


А 7: 
3910. Вычислить / = | ах! | (х, и) ау, если 
а ь 


Р(х, у) = Рк (х, 5). 
3911. Пусть # (х) — непрерывная функция в проме- 
жутке а< х <. Доказать неравенство 


[1 з ь 
[1704] «6—9 


где знак равенства имеет место лишь, если } (х) = сопз+. 
Указание. Рассмотреть интеграл 


ь ь 
Гах Го) — НР ау. 


3912. Какой знак имеют интегралы: 
) (| пора 


Ну 
6) В у | —2%2— и? дхац; 
ху 4 
в) { | агсап (х-- у) ах ау? 
5х! 


—1<у<31-—х 
3913. Найти среднее значение функции 
Р(х, у) = зт2х чт?у 
в квадрате: Ох хжл, О<у<л. 
3914. Пользуясь теоремой о среднем, оценить ин- 
теграл 


[= ах ау 


100 -- с058 х-+ со5? у ° 
[х1-- 110 
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3915. Найти среднее значение квадрата расстояния 
точки круга (х—а)? + (у—65)* < В* от начала коор- 
динат. 

В задачах 3916—3922 в двойном — интеграле 
([Р(х, у) ах4ц расставить пределы интегрирования в 
о 


том и другом порядке для указанных областей ©. 

3916. @ — треугольник с вершинами О (0, 0), А (1, 0), 
В (1, 1). 

3917. @ — треугольник с вершинами О (0, 0), 
А (2, 1), В (2, |. 

3918. @ — трапеция с вершинами О (0, 0), А (1, 0), 
В (1, 2), СС, 1). 

3919. @ — круг х + у < 1. 

3920. @ — круг х? - у? < у. 

3921. @ — параболический сегмент, ограниченный 
кривыми у = х* иу = 1. 

3922. @ — круговое кольцо | < х* -{ у? < 4. 

3923. Доказать формулу Дирихле 


[ах [Ре ах [44| у}ах (а>9). 


Изменить порядок интегрирования в следующих 
интегралах: 


2—х 


2 2х 2 
3924. | ах | 1(х, уу. 3925. Гах | Е, ау. 
х —6 (1/4) —1 


1 хз 
3926. | ах | №(х, уау. 
хз 
1— 


3927. [4х [| [4 уау. 


—1 —^\!-—2 


Хх? 


2 М 2х— 
3928. (ах [| Кх, уау. 
] 2—х 
20 ^№ах. 
3929. [ ах | <, уау (а>0. 
|] Зах 


ё шх 
3930. [4х | Ё(х, у) аи. 


пх 


2л 
3931. | 4х | Ё(х, ууау. 
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Вычислить следующие интегралы: 
3932. — {[[лху?4х 4у, если область @ ограничена па- 


[+] . 
раболой и? = 2рх и прямой х = р/2 (р > 0). 
3933. | —*% (1-0), если область ©® ограни- 


2а —х 


чена кратчайшей дугой окружности с центром в точке 
(2, а) радиуса а, касающейся осей координат, и осями 
координат. | 
3934.  [[|ху|4х 4у, если @ — круг радиуса а с 
|] 


центром в начале координат. 
3935. [| (х°- у?) 4х ду, если @ — параллелограмм 
о 


со сторонами и = х, у = х +- аа у=аиу == За (а >09). 
3936. {| у?ах Чу, если © ограничена осью абсцисс 
С 


и первой аркой циклоиды х= а(Е—тй, у= 
=а (1 — с0$ 1) (0 <Е< 21). 
В двойном интеграла 


й Нх, уахау 


перейти к полярным координатам г и ф, полагая х = 
—=/с0$ фи у = гп ф, и расставить пределы интегрн- 
рования, если: 


3937. @ — круг х? + и < 
3938. @ — круг х? + у? < 
3939. @ — кольцо а? < х? + у : 

3940. @ — треугольник 0<х<1; О<уз< 1-х. 

3941. @ — параболически : 
ха зу<а. 

3942. В каком случае после перехода к полярным 
координатам пределы интегрирования будут посто- 
янные? 

Перейти к полярным координатам г и ф, полагая 
Хх = гс03 фи у = гп оф, и расставить пределы интег- 
рирования в том и другом порядке в следующих интег- 
ралах: 


5 
|=. 
® 
— 
3 
в 
= 
5 
> 
^ 
х 
А. 
|: 


Уи: 


1 
3943. | 4х | [(х, ау — 3944. [ 4х ый [(х, уау. 


; 
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2 хз 
3045. | ах | Ее) ау. 
1 ха 


3946. | [4] НКх, у аи. 
3947. | | [(х, и) ах ау, где область ®@ ограничена 


кривой (ха - и?) = а? (х2—) (х > 9). 


Предполагая, что г и ф — полярные координаты, 
изменить порядок интегрирования в следующих инте- 


гралах: 
я/2 а с05 Ф 


3948. Е. а | НК, 4% (@>9. 


—. Е 
3949. | аф | Ко, да (а>9). 


0 
3950. [ а, 2)4 (0<а< м). 


Перейдя к полярным координатам, заменить двой- 
ные интегралы однократными: 


3951. > По Гоячя у?) ах ду. 
3952. | Р(уя и) ака, 9 = (ик в 1х |1. 


3953. | | (ак. 
х 
ух 
Переходя к полярным координатам, вычислить сле- 
дующие двойные интегралы: 
3954. [| и ахау. 


ха 
3955. т 3 ^/х?- у? ахау. 
< 
3956. Крадоаь Е {а<х<а-+ №, в <у<ь+\ 
(а> 0, Ь> 0) с помощью системы функций 
и = ух, и = Ау 
преобразуется в область 5’. Найти отношение площади 
области 5’ к площади 5. Чему равен предел этого от- 
ношения при й — 0? 
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Вместо х и у ввести новые переменные и и о иопреде- 
лить пределы интегрирования в следующих двойных 
интегралах: 


3957. п р у) 4у (0<а<6; 0<«<В}, 
если и =, = ‚Их. 

3958. [ ах 2 Р(х, и) ау, если и=х + у о= ху. 

3959. Л И (, у) ах 4у, где область @ ограничена 


кривыми г ^/у = а, х=0, у=0 (@>0,, 
если х = и с05%9, у = и Зо. 


3960. Показать, что замена переменных 
хфу=Ь у=М 
переводит треугольник Озх<и 0<у<1—хв 
единичный квадрат. 01 0<1< 1. 

3961. При какой замене переменных криволинейный 
четырехугольник, ограниченный кривыми ху == 1, 
ку =2, ху +1=0, ху—1 =0 (х>0, у> 0), 
перейдет в прямоугольник, стороны которого парал- 
пельны осям координат? 


Произведя соответствующие замены переменных, све- 
сти двойные интегралы к однократным: 


3962. и (хи ахау. 
3963. о (ах - ву + дахау (1-50). 
3964. Г. Г $ (ху) ах 4у, где область © ограничена 


кривыми ы = |, лу =, у=х, у= 4х (> 0, у> 0). 
Вычислить следующие двойные интегралы: 
3965. (| - -- и ах 45, где область ® ограничена 


Е 
кривой х? -{ у =х+у 
3966. НЫ 1) 4х ау. 
кННы < 
Пе В 
3967. ы т 4хацу, где область Ч 
|? 


хз ры = 
ограничена эллинсом —----; = 1. 


$ В ДВОЙНЫВ ИНТЕГРАЛЫ 413 
3968. [Г ел 4. 
ху 
3969. М (х -- у) ах 4у, где область ограничена 


ый 
кривыми у? == 2х, х + у=4, х+у 
3970. Л [ху ах ау, где область °. ет кри- 
выми р, х-у-= 5/2. 
3971. [| |с0 (х-- и) [4х ау. 
охл 
0<у«л 


3972. С ии ахау. 
2 
а-и« 


3973. И ^у— 2] ахау. 
я 


Вычислить интегралы от разрывных функций: 
3974. ([ зп (ху? + 2) ахау. 


< 
3975. ахау. 3976. [| Мия 4х4. 
ии у „По МИЯ 4х4 


3977. Доказать, что { | хту" 4хау =0, если 
22. ы] 


т и п — целые положительные числа и по меньшей 
мере одно из них нечетно. 
3978. Найти 


о :т. е | и Нх, уахац, 


где | (х, и) — непрерывная Е 
3979. Найти Р° (1), если 
Е (6 = в!" 4х ау. 
ре 
<< 
3980. Найти РЁ’ (#), если 


Е0= || УИ 4. 


хочу 
3981. Найти Р”’ (1), если 


Р0= [| И ух @>9. 
юрий 
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3982. Доказать, что если [{(х, у) непрерывна, то 
функция 


1%. 5+ 
и(х, =, | 6 м 
0 Ех 
удовлетворяет уравнению 
0?и 
дх? 


= у). 


3983. Пусть линии уровня функции | (х, у) — про- 
стые замкнутые кривые и область $ (и., и.) ограничена 
кривыми Г, у) = и Г(, у) =9., 

Доказать, что 


(Г Ро дев [ОР в 


где Р (5) — площадь, ограниченная кривыми { (х, у)=9, 
н р (ху =о. 
Указание. Область интегрирования разбить на части, 


ограниченные бесконечно близкими линиями уровня функции 
Е, у. 


$2. Вычисление площадей 


Площадь области $, расположенной в плоскости Оху, 
цается формулой 
$ = { [Чжау. 


$5 


Найти площади, ограниченные следующими кри- 
вВЫМи: 


3984. ху = а, х+у=-— а (а>0. 


2 
3985. у = 2рх | р = —24х + 9 (>00, 
9> 0). 


3986. (х— и)? -- х? = а? (а> 0). 


Переходя к полярным координатам, вычислить пло- 
щади, ограниченные следующими кривыми: 

3987. (х? - и?) = 2? (х2—9?); № у? > а*. 

3988. (х3 -- #3) = 2 - 11, хр 0, у2 0. 

3989. (х? - у)? = а (х3—3ху?) (а > 0). 

3990. (хз - 2)? = 8а3ху; (х— а) - (у—а)? < 4 
{&> 0). 
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Вводя обобщенные полярные координаты г и ф пос 
формулам 
х = а с05° ф, у = 5г чп“ ф (г > 0), 
где а, Би © — надлежащим образом подобранные по- 


р (х, $ . 
стоянные и И == а абг с05°—! ф зт“-1 ф, найти 
площади, ограниченные следующими кривыми (параметры 
считаются положительными): 


3991. Е. 


3992. не = х=0, у=0. 
3993. (+ +) +в (#>0, у>0. 
3984. (= + +) =. @&>0, у>0. 


3994.1 (= + *) ==. 


3995. И=+У-= = 1; х=0, у=0. 


Производя надлежащую замену переменных, найти 
площади фигур, ограниченных кривыми: 

3996. х-у=а х-{+у=Ьь, у=ох у=Ё 
(0<а< 5; 0<а< В. 

3997. ху = а?, ху = 22%, у=х, у=2х (>09 


). 
3998. у? = 2рх, у = 2х, м =, д = 259 
3998.1. х? = ау, Х= бу, 2 = су, = 4 
(0<а< 6; о<е<а. 


3998.2. у = ах, == бхР, у = с“, у = ам, 
(0О<р< 9; 0<а<в; 0<с<а. 


ту -ь Ее 


=-^, 4 ==-^ (4>0, 6>0). 


3999.1. (= "+ +(= зн (=)"+(5)”-* 


ВЕ А Е 
Е, 8 (х>0, у>0. 
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х2 у? —_ 
4000. += 1, где А принимает следующие 
| 2 4 5 
значения: — 5, — 6% — 68, — 2 (х>0, 0). 
3 3 3 3 #>60,у>09 
4001. Найти площадь, ограниченную эллипсом 
(ах бу + с,)* + (ах Вы сз) = 1, 
где 6 = а16. — аз, = 0. 
4002. Найти площадь, ограниченную эллипсами, 
хз 2 
сви + т = с (и =иь и.) и  гиперболами 


= 23 = 
с у о, 9 0 < и, < и, 
с053 0 $18 о ( в) ( 1 ыы 


0О< и, < 9; х>0, у> 0). 
Указание, Положить х=есНи с0$ 9, у == с5В и $0, 
4003. Найти площадь сечения поверхности 


х? - у? + 2? — ху — хг — уг = а 
плоскостью х Ни-Нг= 0. 
4004. Найти площадь сечения поверхности 
1 1 1 
——+— = 
х у 2 
плоскостью 2 = 1—2 (х - у). 


8$ 3. Вычисление объемов 


Объем цилиндроида, ограниченного сверху непрерывной по- 
верхностьо 2 == [(х, у) 20, снизу плоскостью г = бис боков 


2А 


Рис. 14 


прямой цилиндрической поверхностью, вырезающей из пло* 
©кости Оху квадрируемую область ®@ (рис. 14), равен 


У = | Ех, ууахау. 
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4005. Нарнсовать тело, объем которого равен ин- 
тегралу 


1 1-х 


у = [4х | (е- уу. 


4006. Изобразить объемы, выражаемые следующими 
двойными интегралами: 


а) [| с-туахау 
О<х-ри<1 

х20, у>0 
6) | | ^^ ах ду; 
мАч 


в) {|| (е-и)ахау; 
На 


г) и 4/х? -- у? ахау; 
и-ух 


д) м д/ху ахау; 


хук 
9 [[ пля ахау. 
жуки 


Найти объемы тел, ограниченных следующими по“ 
верхностями: 


4007. г = Г+х-и, 2=0, х-у=т, х=0, 
у = 0. 

4008. ху-а=а, ху = А, х=0,у=0, 
2а=0 (а> Ю^/ 9). 

4009. г = х2 -{ у, у= х, у=| 2 =0. 

4010. 2 = с03х 03 у, 2=0, | х + и| < л/2, 
[х—и| < л/2. 

40.2 = т, 2=0, у=х, у=0, х=и. 


4012. 2 = ху, хфуа= 1 2=0. 


Переходя к полярным координатам, найти объемы 
тел, ограниченных следующими поверхностями! 


4013. 2 = ху, х? -- у = а%, 
27-2383 


418 ОТДЕЛ \У!И, КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


40144 = ху, (*- у)? = у, 2=0 (х>0, 
у> 0). 

4015. 2 = х? -- 12, х? -- у? = х, ха - у? = 2х, 2 =0, 

4016. х? + у - 22 = а2, ха + у>ра|х| @> 0). 

4017. 23 -- уз—а2 = 0, (| у?)* = а? (ху), 
2=0 (а> 9). 

4018. 2 =е "+, 2 =0, х? -- у? = Юз. 

4019. 2 = ссоз УТУ и, 2=0, у=ха, 
у=хвВ (а > 0, с> 0, О0<а<рВ= 27). 

4020. 2 = х? -{ у, 2г=х у. 


Найти объемы тел, ограниченных следующими по- 
верхностями (параметры предполагаются положитель- 
ными): 


ха ГЫ 2 г ха у? ра 2 
4021. Е В га а: (2>0). 


хз ры 22 т ха РО Е. 
Е. 

3 2 2 з 
в 


хз 2,2 
4024. (->;- + + =1, 250. 
р оО 
4025, (-= т „) +--=Ь х=0, у=0, 2=0. 
О р ай: 
4026. 1 (+ и. 
4027. г? = ху, х +у=а, х+у=ь (0<а< 65. 
4028. 2 == хи, ху = а*, ху = 2а*, =, 
у = 2х, 2 = 0. 
и Хх =, = 2, у =х, у? = 9х, 
2 =ч5. 
4030. 2 = сз", 2 = 0, ху=а*, у = ах, у = Вх 
(< «< В; х>0). 
4031. 2 = 29? + у, = 0, хру= 1х =0, у=0. 
ыы В И 
Ета (..) +(+.) ь 
2=0. 
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4033. 2 = сагсйв > 2=0, д/-Й = аагсю — 


(и> 0). 
4033.1. 2 = уе", ху=а?, ху-= 241, у = т, у=п, 
2а=0 (0<тж<л. 


4034. кт += х=0, у=0, 2=0 (п>>0). 


4035. (2+4) +=) -1 х=0, у=0, г=0 
(п>0, т>0). 


8 4. Вычисление площадей поверхностей 


1°. Случай явного задания поверхности. 
Площадь гладкой криволинейной поверхности 2 = 2 (х, у} вы“ 
ражается интегралом 


- Д/с +(8) а, 


где та — проекция данной поверхности на плоскость Оху. 
Случай параметрического задания 
поверхности. Если уравнение поверхности задано пара“ 
метрически: 
х=х(и, 9), у=у(и, 9), г=а(и, 5, 


где (и, 0) С ©, 9 — ограниченная замкнутая квадрируемая 
область и функции х, уиг непрерывно дифференцируемы 
в области @, то для площади поверхности имеем формулу 


$ = | УЕ РЕ РЕ ди 4, 


(м) +(ы. 
-(%)+(ы) +5). 


Е—_9% 9 69 0% РЕ 
ди 0 ди 6% ди 4 ` 
4036. Найти площадь части поверхности а2 = ху, 
заключенной внутри цилиндра х* - у? = а*. 
4037. Найти площадь поверхности тела, ограничен- 
ного поверхностями х? -|- 2? = а?, у? -{ 21 == а?. 
4038. Найти площадь части сферы х у 22 =а?, 


заключенной внутри цилиндра т =! (6=<а). 
27* 


где 
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4039. Найти площадь части поверхности 2* == 2ху, 
отсекаемой плоскостями х +у=1, х=0, у=0. 

4040. Найти площадь части поверхности х? -+ у? + 
+ г? = а?, расположенной вне цилиндров х? -{ у* = 
= -Е ах (задача Вивиани). 

4011. Найти площадь части поверхности 2 = 
= ^/ х3 -- у, заключенной внутри цилиндра х? - у? == 
== 2х. 

4042, Найти площадь части поверхности 2 = 
= ^/ ху, заключенной внутри цилиндра (х? -- у")? = 
= а* (4—9). 

4043. Найти площадь части поверхности 2 = 
= (х1—и?), вырезанной плоскостями х—у = 1, 


х+у=- 1. 

4644. Найти площадь части поверхности х? -{- у* = 
== 2аг, заключенной внутри цилиндра (х* - у*)* = 
= 2айху. 

4045. Найти площадь части поверхности х? -{ у? == 
= а*, вырезанной плоскостями х+2=0, х—2 = 
(> 0, у>0. 

4045.1. Найти площадь части поверхности 

(х2- у) + а2=1, 


отсекаемой плоскостью 2 == 0. 
4045.2. Найти площадь части поверхности 


в 


вырезанной плоскостями х = 0, у= биг = 0. 
4045.3. Найти площадь части поверхности 
2 УЗ 
и: 
а Г 
вырезанной поверхностью 
хз у? —- 
Е + а 1 (2> 0). 
4045.4. Найти площадь части поверхности 
$ 2 = $8 х. 58 у, 
отсекаемой плоскостями х = Ти х=2 (у> 0). 
4046. Найти поверхность и объем тела, ограничен- 


1 
ного поверхностями х* -- у? = = 22, хфуфг= 


(а > 0}. 
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4047. Найти площадь части сферы, ограниченной 
двумя параллелями и двумя меридианами. 

4048. Найти площадь части геликоида х = г со$ Ф, 
у=гзпоф, 2 = йф, ге О<г<а, бО<9< лм. 

4049. Найти площадь части поверхности тора 
х = (6 -- ас0$ 1) со$ф, и= (5 -- асоз1ф) зтф, г= 
= азтф (0<а= 5), ограниченной двумя меридиа- 
нами ф =ф, ф=ф», и двумя параллелями ф =\ф,, 
ф = $. 

Чему равна поверхность всего тора? 

4050. Найти телесный угол ®, под которым виден 
из начала координат прямоугольник х=а>0, 
О=иу= Ь, О 2=с. 

Вывести приближенную формулу для ®, если а ве- 
лико. 


$ 5. Приложения двойных интегралов к механике 


1°. Центр тяжести. Если хо и и — координаты 
центра тяжести пластинки @, лежащей в плоскости Оху, и р = 
= р(х, у) — плотность пластинки, то 


1 1 
ж ==—— х ах 4, =— оу 4х ду, 1 
т бр = бы у (п 


где М =| ( 4х 4у — масса пластинки. 
|] 


Если пластинка однородна, то в формулах (1!) следует по- 
пожить р == 1. 

2°. Моменты инерции. [хи 1, — моменты инер- 
ции пластинки ©, лежащей в плоскости Оху, относительно коор- 
динатных осей Ох и Оу — выражаются соответственно формулами 


п [Гоулвеу, 1у= [ Грека, О 


где р = р(х, у) — плотность пластинки, 
Рассматривается также центробежный момент инерции 


[ву = И р хи ах ду. (3) 


Полагая р = | в формулах (2) и (3), получим геометри- 
ческие моменты инерции плоской фигуры. 


4051. Найти массу квадратной пластинки со сторо- 
ной а, если плотность пластинки в каждой точке про- 
порциональна расстоянию этой точки от одной из вер- 
шин квадрата и равна ру в центре квадрата. 
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Найти координаты центра тяжести однородных пла- 
стинок, ограниченных следующими кривыми: 

4052. ау = х?, хф-у=2а (а>0). 

4053. М ха у= Аа, х= 0, у= 0. 
4054. х2?з + м а? (х > 0, у> 0). 


ср а 
4055. (-- + ") а (петля). 


4056. (х? - у?)? == За?ху (х > 0, у> 0). 

4057. г=а (1 + с0$ $), ф = 0. 

4058. х = а(Е — зто, у=а (1 — с0$ 8 (0< #<2л), 
у = 0. 

4059. Найти координаты центра тяжести круглой 
пластинки х? - у? = 42, если плотность ее в точке 
М <, у) пропорциональна расстоянию точки М от точки 
А (а, 0 

4060. Определить кривую, описываемую центром тя- 
жести переменной площади, ограниченной кривыми: 


у=А/ Эрх, у=0, х=Х. 
Найти моменты инерции (Г, и /, относительно осей 
координат Ох и Оу площадей (о = 1), ограниченных 
следующими кривыми: 


4061. + -Ь + =1, у=0 (6,>0, 


5. в 

Ь,>0, й>0). 

4062. (х—а)? - (у—а)? = а*, х= 0, у= 0 (0<х<а). 

4063. г= а (1 - с0$ $). 

4064. и = ау. 

4065. ху = а?, ху = 20%, х=2у, 2х =у (х>0, 
у> 0. 

4066. Найти полярный момент 


ен 


площади $, ограниченной кривой 
(у) = а? (2-9). 
4066.1. Найти центробежный момент инерции /,, 
однородной фигуры, ограниченной кривыми 
ау = х?, ах = у? (а>0). 
4067. Доказать формулу И = 1, + $4, где Г, 
1, — моменты инерции фигуры $ относительно двух 


$ 5. ПРИЛОЖЕНИЯ ДВОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 423 


параллельных осей / и 4, из которых {› проходит через 
центр тяжести фигуры и 4 — расстояние между этими 
осями. 

4068. Доказать, что момент инерции плоской обла- 
сти 5 относительно прямой, проходящей через ее центр 
тяжести О (0, 0) и составляющей угол & с осью Ох. 
равен 


[= 1, с05%% — 27 „уз а с0$ @ -- [у п А, 


где /; и/, — моменты инерции области $ относительно 
осей Ох и Оуи [,„, — центробежный момент: 


Тру == | рхуах ау. 


4069. Найти момент инерции правильного треуголь- 
ника со стороной а относительно прямой, проходящей 
через центр тяжести треугольника и составляющей 
угол & с его высотой. 

4070. Определить силу давления воды на боковую 
стенку х_>. 0 цилиндрического сосуда х? -+ у? == а?, 
2 = 0, если уровень воды 2 = #. 

4071. Шар радиуса а погружен в жидкость лостоян- 
ной плотности б на глубину Й (считая от центра шара), 
где й > а. Найти силу давления жидкости на верхнюю 
и нижнюю части шаровой поверхности. 

4072. Прямой круговой цилиндр, радиус основания 
которого равен а, а высота 5, целиком погружен в жид- 
кость плотности 6 так, что центр его находится на глу- 
бине Ай под поверхностью воды, а ось цилиндра состав- 
ляет угол а с вертикалью. Определить силу давления 
жидкости на нижнее и верхнее основания цилиндра. 

4073. Определить силу притяжения однородным ци- 
линдром х? -{ у? < аз, О< < Й, материальной точки 
Р (0,0, 6), если масса цилиндра равна М, а масса точки 
равна т. 

4074. Распределение давления тела на площадку 
смятия 


ха и 
Ро 
р > 3 Вы 
дается формулой р = ро (1— а: 


Определить среднее давление тела на эту площадку. 
4075. Луг, имеющий форму прямоугольника со сто- 
ронами а и $, равномерно покрыт скошенной травой 
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с плотностью, равной р кгс/м?. Какую минимальную 
работу надо затратить, чтобы собрать все сено в центре 
луга, если работа по транспортировке груза Р кгс на 
расстояние г равна АРг (0< Аж 1). 


8$ 6. Тройные интегралы 


1°. Непосредственное вычисление трой- 
ного интеграла. Если функция { (х, и, г) непрерывна и 
область И ограничена и определяется следующими неравен- 
ствами: 


м = 4 у1(х)= у= и (х), 21 (х, у) 2 = (х, у), 


где у: (х), Уз (х), 21 (х, И), 2. (ха, И) — непрерывные функции, 
то тройной интеграл от функции | (х, у, 2), распространенный на 
область У, может быть вычислен по формуле 


хх вх) аа, и) 
Де 9. дахауаг = [4х | в | Ц у, де. 
х и 2 (хи 


Иногда удобно также применять формулу 


И (а, у, паки [аа [| (к, у, даа, 
(х) 

где $ (х) — сечение области У плоскостью х == соп%. 

Замена переменных в тройном ин- 
теграле. Если ограниченная кубируемая замкнутая область 
у пространства Охуг взанмно однозначно отображается на об- 
ласть У пространства О’ииш с помощью непрерывно дифферен- 
цируемых функций 


х=х(и, 1, и), у=у(и, 0, и), а= (и, в, 0), 
РС, ц, 2) 


О(и %, “) 
всюду (в смысле меры) сохраняет постоянный знак, то справед- 
лива формула 


(ТЕ, у, 2) ах ау аз = 
у 


причем якобиан [ == при (м, 0, ®) С У’, почти 


г! | Е (и, о, о, у(ш о, ю), г(и, о, и)) |1 |4и водо. 


Как частные случан, имеем: |) цилиндрическую систему коорди- 
нат Ф, г, й, где 


Хх = г с0$ф, узгяшф, 2 = №, 

и 
Р(х у 2) _ 
рен 
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и 2) сферическую систему координат Ф, \, г, где 


х = г 60$ Ф с05ф, у=гяшф со$ $, 2 = гыпф, 


Б(х, 9, 2) 


= 2 м 
ВЯ 72 с0$ ф 


Вычислить следующие тройные интегралы: 
4076. ДУ ху?гзах 4у 4г, где область У ограви- 
чена поверхностями 2 = ху, у=дх,.х = у 2=0. 


4077. | |книч НЕ: где область У ограничена 
(х-у+ 2 


порерносяыи хНу-г=1 х=0, у=0, 2=0. 
4078. | | | хуг 4х ау 42, где область У ограничена 


поверхностями х8 + и + 2 = х= 0, у=0, 2 = 0. 
4079. УС +> +) 54, где область У 


ограничена а 


4080. Иру ча, где область У огра 


ничена поверхностями 
8 -- уз = 28, 2= |. 


Различными способами расставить пределы интегра- 
ции в Е о интегралах: 
1—х 


4081. [4 | д ь у, 242. 


в 
4082. Е [ 4 Г (, у, д4г. 


и уе 
д? 


4083. [аш "т , у, 2) аг. 


Заменить тройные интегралы однократными: 


х п } 1 4 
4084. [вок 4085. [ау оф 
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4086. Найти 


А 7] с 
[4х [ду [1 (, у, де, 


если | (х, у, г) = Ру. (х, и, г) иа, В, с, А, В, С — по- 
стоянные. 


Переходя к сферическим координатам, вычислить 
интегралы: 
4087. ДТуя Ну 27 ахауаг, где область У 


ограничена поверхностью х? -|- у? -{ 2* = 2. 
ут о 
4088. (4 | ах 224. 
р 
4089. Перейти к сферическим координатам в инте- 


грале 
И (УЯтитР) ау 


где область У ограничена поверхностями 2 == х? -|- уз, 
х=уих= 1 у=0, 2д=0 

4090. Произведя соответствующую замену перемен- 
ных, вычислить тройной интеграл 


где У — внут ренность эллипсоида — + + — =]. 


4091. Перейдя к цилиндрическим На вы- 
числить интеграл 


ДУ (х2 -- у?) 4хауаг, 


где область У ограничена поверхностями х? -| у? == 22, 
2=2. 
4092. Вычислить интеграл | | [ ах ау4г, где об- 


ласть У ограничена поверхностями 2 = ау?, 2 = 6, 
у>0 (0<а< 65) 2=9%, 2= Вх 0<а< В, 2= 
= (> 0). 

4093. Найти интеграл | | {| хузах ау 42, тде об- 


ласть У расположена в октанте х > 0, у>0, 2>0 
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и ограничена поверхностями: 
пы р г=и, ху = а*, ху=4, у=ах, у=Вх 
(0<2а<5; 0<а< В; 0<т< мп. 

4094. Найти среднее значение функции 
Е(х, у, 2) = ху г? 
в области х? -- у? - 22 зх+у- г. 
4095. Найти среднее значение функции 


д И Е 
Ех, у, 2) =е ее Ра 

об хз 4 у + 23 < 

ласти — + + — <. 

В - а? 2 с 

4096. Пользуясь теоремой о среднем, оценить ин- 
теграл 

ах ау 4г 


а | | три 
аичА в? С ЕВ а) (и-— 5) -- [С — с) 


где а? -- 6? + с* > А*. 
4097. Доказать, что если функция }(х, и, 2) непре- 
рывна в области Уи 
Г, у Эха =0 


для любой области ®< У, то [|(х, у, 2) =0 при 
(хи 2) СИ. 
4008. Найти Е’ (#), если: 


а Е= | Кау-чахауе, 
женил 
где } — дифференцируемая функция; 
6) Е) = й ] [! (хуг) 4х ауаг, 


О<у<! 
0<2<# 


где | — дифференцируемая функция. 
4099. Найти 
ГГ хтурах ду а, 
аук 


где т, пи р — целые неотрицательные числа. 
4100. Вычислить интеграл Дирихле 


ПГ: (1—х—у— 2) 4х ау 42 
(> 0, 9> 0, /> 0, 5> 0}, 
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где область У ограничена плоскостями х - у -|- ё = |, 
к = 0, у=0, 2 = 0, полагая 


хуфа= Бу г=Ы, 2 = #6. 


$ 7. Вычисление объемов с помощью тройных интегралов 
Объем области У выражается формулой 
у = [| Гахау а. 


Найти объемы тел, ограниченных следующими по- 
верхностями: 


4101. 2 = х? -|- у, 2 == 2х2 -{- 211, у=х, у= х3, 

4102. а= ху а= ду, хфу=Ьх=0, у=0. 

4103. х? -{ 22 = 2, х{+ у= а, ху = + а. 

4104. аг == х? - у, 2= ух у? (а> 0). 

4105. аг = а'—х—у?, 2 = а—х—у, х=0, у=0, 
2а=0 (@> 0). 


4106. 2 = б—х2— у, 2 = д/х- и. 


Переходя к сферическим или цилиндрическим ко- 
ординатам, вычислить объемы, ограниченные поверх- 
ностями: 


4107. у 2 = 22 + за. 

4108. (хи? -+ 22): = а? (5х2 у — 27). 

4109. (х? -{- у? 22)3 = Зхуг. 

4110. ху - 22 = а', юн =и, 
2 + у? = 22 (2 > 0) 0<а< 6. 


В следующих примерах удобно пользоваться обобщенными 
сферическими координатами 


г, фи %(;>° 0<9= 21; —5 <<), 
вводя их по формулам 


х == аг 05° ф созВ ф, 


у = т ф созВ р, (а, 5, с, а, В — постоянные), 
2== СГ 8 ф 
ри. авабег? соб фт ф со5 8 Прп. 


р (. $$ 
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Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями, 


41. (ие «ут 


112. (= ++ =.) = Е 


а? |’ 
р 22 2_ хз у? 22 
И и я пы в 
4113. 2+, = НЙ а 
и с. 


4114. 2+4, =. 4115. (уча. 


Пользуясь подходящей заменой переменных, вы- 
числить объемы тел, ограниченных поверхностями (па- 
раметры предполагаются положительными): 


ре В: ВЕ 

4116. (-- ++ =) + (>0, у>0, 220. 
ау 

4116.1. (2 ++ =) = (х>0, у>0, :>0. 
ЗЕ ИЕ 

4117. (- ++ =) и (20, у>0, 220. 

4118. (4+4) +(=) =! («>0, у>0, 220. 


4118.1. ^/=+^/* +^/=-1 (х>0, у>0, 
4118.2. И =+У =+ У =-! (х>0, у>0, 


2>0). 


ина, (РР 


4119. 2 = х8- у, 2=2 (х2 | у?), ху = а, ху = 
==` 241, х= у, 2х =у (х>0, у>0). 

4120. х? -{ 22 = а?, хз 2 = 6, ху 22 = 0 
(х > 0). 
4121. (ати) = тя 


2/с* 
412. (Лев ЯНАО. 
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РЕ х 2 
4123. ат (+= | 
Е ИВ 
а ‘с 
41 =1 х=0, х=а 
а Ь 
ИЕ 
4124, и ВАСИ 
+ мм, х=0, 2=0, 
а ь с ей 
а Г!) 


ЕВ бы в ЛАВ 
п а | 


4125. В каком отношении делит объем шара 
д -- у? -- 23 < 442 поверхность х?-+ у? -- аг = 40а? 

4126. Найти объем и поверхность тела, ограничен- 
ного поверхностями х* -{ у* = а2, г = 2а —4/х - у? 
(а > 0). 

4127. Найти объем параллелепипеда, ограниченного 
плоскостями 


ах Бу Ног = Ем (@=12, 3), 
если 

а м а 
А = | а 6: 53 
а; 6; 63 
4128. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 

(пьх -- Бу с12)8 - (ах - ву - с)" + 
- (@зх-Е ВУ - сз2)* = №, 


50. 


если 
а в с 
А = | а 6, с 
а; 6: сз 


0. 


4129. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 
ха ры в 2п _ 2 д ры з 
«Ны) Фит (и Ня) >. 
4130. Найти объем тела, расположенного в положи- 
тельном октанте пространства Охуг (х > 0, у> 0,22 0) 
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и ограниченного поверхностями: 
т о г 
РГ += =1 (т>>0, п>0, р>0), 
х=0, у=0, 2=0, 


8 8. Приложения тройных интегралов к механике 


1°. Масса тела. Если тело занимает объем У п 
р=р(х, и, 2) — плотность его в точке (х, у, 2), то масса тела 


равна 
м-} | ах ау 4, (1) 


2%. Центр тяжести тела. Координаты центра 
тяжести (хо, Уз, 20) тела вычисляются по формулам 


==! { Грхакауаь, 


уе = зе Га, @) 
20 == = м ра4х ду 42. 


Бели тело однородно, то в формулах (1) я (2) можно поло“ 
жить р = 1. 

3°. Моменты инерции. Моментами инерции тела 
относительно координатных плоскостей называются соответ“ 
ственно интегралы 


= [ | рак ау 42, 1 = | | Гож?ах ду а, 
1; = Г Грйх Чу 4. 


Моментом инерции тела относительно некоторой оси | 
называется интеграл 


п Тоба, 


где г — расстояние переменной точки тела (х, у, 2) от оси 1. 
В частности для координатных осей Ох, Оу в 02 соответственно 
имеем: 


[х = Гу + [оз у = Пх + Ту = 1х + зу 


Моментом инерции тела относительно начала координат 
называется интеграл 


= Геи ааа, 


Очевидно, имеем; 1 => ГлиР Ш В [ль 
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4°. Потенциал поля тяготения, — Ньютоно- 
вым потенциалом тела в точке Р (х, у, 2} называется интеграл 


их, у э- [| [26 т ое, 
у 


где У — объем тела, р = р (&, п, @ — плотность тела, и 


г = УЕ 2. 
Материальная точка массы т притягивается телом с силой 
Е= (Х, У, 2), проекции которой Х, У, 2 на оси координат 
Ох, Оу, Ог равны: 


А жа, 
ивы Рада, 


2=т мы [255 5-2 вата, 


где & — постоянная закона тяготения. 


4131. Найти массу тела, занимающего единичный 
объем О<зх<1, О<у<1 0<2<1 если плот- 
мость тела в точке М (х, у, г) дается формулой р = 
хи 2. 

4132. Найти массу тела, заполняющего бесконечную 
область х?-{ у? - 2? > 1, если плотность тела ме- 
няется по закону р = рие- "НЯ, где ру > 0 и Ё>0 
постоянны. 


Найти координаты центра тяжести однородных тел, 
ограниченных следующими поверхностями: 


ха 2 22 
4133. т. =Сс. 
4134. 2 = № + у, ху=а х=0, у=0, 2=0, 
4135. м у? = Эрх, х = ет 2=0. 
4136. + Е. = , Хх = 0, у=0, 2 2=0. 


4137. о УЗ - 22 = а* (2 > 0). 
4138. х? - у? = 22, а. 


2 ху 


ИЕ И 
4139. (+) 2 >20, у>0, 220 
а>0, ,>0, 6>0). 
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4140. = ту, .=- (и? у), х+у=-ь 
ху=- 1. 

4141. 2, =+-, =1, х=0, у=0, 2=0 (п>0, 
х>0, и> 50, 2> 5 

4142. Определить координаты центра тяжести тела, 
имеющего форму куба: О<х<1, О<у< 1, 0<2< 


если плотность тела в точке (х, у, 2) равна 
24—11 28В— 2%— 


1-@ | 1— 
рее, м, 


ге 0<а<10<В<1 0<}<1. 

Определить моменты инерции относительно коорди- 
натных плоскостей однородных тел, ограниченных сле- 
дующими о (параметры положительны): 


4143. Е + =Ь х=0, = #=0. 

м. р. = 4145. ©. у. =-, ы 
4144. =. ---2— =}. 4145. т чт» 26, 
г РВ 2. о 
мы 
ав в 

м ое. 22 
147. (=; ++ =) жи —.. 


4147.2. (=) +(2) +2) =1, х=0, у=0, 2=0 


(п>0; х>0, у>0, 220) 


Определить моменты инерции относительно оси 0: 
однородных тел, ограниченных поверхностями: 


4148. = Ру, ху = ху Ь 2 == 0. 
4149. ил +72, аи == 22 (2 > 0). 
4149.1. (х2 - у? -{ 27)3 = 282. 

4150. Найти момент инерции неоднородного шара 
ха -- у? -| 2? < В? массы М относительно его диаметра, 
если плотность шара в текущей точке Р (х, у, г) пропор- 
циональна расстоянию этой точки от центра шара. 

4151. Доказать равенство [и == /,, +- Ма?, где / — 
момент инерции тела относительно некоторой оси [, 
1, — момент инерции относительно оси {, параллель- 
28-2383 | 
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ной { и проходящей через центр тяжести тела, 4 — рас- 
стояние между осями и М — масса тела. 

4152. Доказать, что момент инерции тела, занимаю- 
щего объем И, относительно оси /, проходящей через 
его центр тяжести О (0, 0, 0) и образующей углы а, В, 
у с осями координат, равен: 


[== 1,6032 -- [1,6052 В + 1, 05? 7—2К,и с0$ а со$ В— 
—2К,: С0$ © с0$ у—2Ку, с0$ В с03 \, 


где /,, Г, Г, — моменты инерции тела относительно 
осей координат и 


Ку = /| Гохуах ау, Ки =] Годеах уе, 
Г =} Гругах ау 


— центробежные моменты. 

4153. Найти момент инерции однородного цилиндра 
хз -- уз < а*, 2 = -5 й, плотности рь относительно пря- 
мой х = у = 2. 

4154. Найти момент инерции относительно начала 
координат однородного тела плотности р, ограничен- 
ного поверхностью 

(и - 22) = а? (%2 + из. 

4155. Найти ньютонов потенциал в точке Р (х, у, 2) 
однородного шара ё? -- 1? -- 51 < К? плотности рь. 

Указание. Положить, что ось Оф проходит через точку 
Р (х, и, 2). 

4156. Найти ньютонов потенциал в точке Р (х, у, 2) 
сферического слоя К? = &* -- 1? -- 5? < К2, если плот 
ность р = }[ (В), где { — известная функция и В = 
= Ут -Ы. 

4157. Найти ньютонов потенциал в точке Р (0, 0, 2) 
цилиндра ЕЁ? -|- 12 < а*, О<5 < А, постоянной плот- 
ности ро. 

4158. С какой силой притягивает однородный шар 
2+ 12-5? < Ю* массы М материальную точку 
Р (0, 0, а) массы т? 

4159. Найти силу притяжения однородным цилинд- 
ром #12 < а, 0<6< И, плотности ру, точки 
Р (0, 0, 2) с единичной массой. 

4160. Найти силу притяжения однородным шаро- 
вым сектором плотности р, матернальной точки с мас- 
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сой, равной единице, помещенной в его вершине, если 
радиус шаровой поверхности равен А, а угол осевого 
сечения сектора равен 2%. 


$ 9. Несобственные двойные и тройные интегралы 


1°, Случай бесконечной области, Если дву- 
мерная область © не ограничена и функция | (х, 9) непрерывна 
на ®, то по определению полагают: 


(о дет И 1, 44, (1) 
Я П>> р 


где @„ — любая последовательность ограниченных замкнутых 
квадрируемых областей, исчерпывающая область @. Если 
предел в правой части существует ин не зависит от выбора 
последовательности @и, то соответствующий интеграл назы- 
вается сходящимся; в противном случае: — расходящимся. 

Аналогично определяется несобственный тройной интеграл 
от непрерывной функции, распространенный на неограниченную 
трехмерную область. 

°. Случай разрывной функции, Если функ- 
ция | (х, и) непрерывна в ограниченной и замкнутой области @ 
всюду, за исключением точки Р (а, 65), то полагают: 


[1 д вт [ й (, ака, (2) 


где Оье есть область диаметра г, содержащая точку Р, и в случае 
существования предела рассматриваемый интеграл называют 
сходящимся; в противном случае — расходящимся. 
Предполагая, что вблизи точки Р (а, Ь) имеет место равенство 
Ка, у) =Ф(х, у), 
где абсолютная величина функции Ф (х, у) заключена между 
числами т>0 и Мъби г= 9-00-55, 
получим, что 1) при а < 2 интеграл (2) сходится; 
2) при а > 2 — расходится. 
Аналогично определяется несобственный интеграл (2), 
если функция [ (х, у) имеет линию разрыва. 


Понятие несобственного интеграла от разрывной функции 
легко переносится`на случай тройных интегралов. 


Исследовать на сходимость несобственные интегралы 
с бесконечной областью интегрирования (0<т < 
< [Ф (>, у) < М< + э)}: 


авт. [| деду. 
} бачи» 
ху >1 


2 оо 


4162. | Е ЕЕ 
а) 0419 


=—00 00 


28* 
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4163. | ачичния — И ака. 
ия 


4х ау 
4164. ——— 0, 0). 
Г | АРУ ны 
ВЕНи>1 
4165. {ен ху 
(«ур 
4166. До, что если и функция 
[(х, у) неотрицательна и $, п=1,2,...) — какая- 


д последовательность ограниченных и замкнутых 
областей, исчерпывающая область $, то 


1, у 4х4 = Шт | Ц уахау, 


где левая часть имеет или не имеет смысла одновременно 
с правой. 
4167. Показать, что 
Ит 1 { эт (2? -- у) ахдау=л, 


по |х|<п 
учат 


тогда как 
И и { эти у) ах 4у = =0 
(п — натуральное число). 
4168. Показать, что интеграл 


то 


х>1, у>1 
расходится, ХОТЯ т интег а. 
оо о ви 
4х | а 2 ах 
) чения и ие ы а 
сходятся. 


Вычислить интегралы (параметры положительны): 


4169. р. 4170. [ти №. 
@ и?" 


т Г 


4171. Е ВЫ о ви ть 
В УТЕНЕЯ М: 
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4173. | { 44 4174. | { е-®+Нтах ау. 
аи 
> 0<х<у 


Переходя к полярным координатам, вычислить ин- 
тегралы: 
«оо Нос 
4175. [| Ге-ечмахау. 


— о —= 


«оо со 
4176. [Гете соз (ха -[ 02) ах ау. 
оо оо 
4177. [| Ге 5 (2 -- уз) ахау. 
Вычислить интегралы: 
+ оо оо 
4178. ы. | важ 26ху-сутч2ах--2е у ах4у, где а 0, 
ав—>0.”^ 


4179. [Г ебаччитах ду. 
2/а1--у/б!:>1 
ос + оо 


х? 
2 ее — + я 
4180. [же а 5 нь 
Исследовать на сходимость несобственные двойные 


интегралы от разрывных функций (0 < т < |ф (х,9)| < 
< М<+ о): 


4181. |1 в ‚где область © определяется усло- 
хе у 


виями: [и| < 42; и 1. 


4182. ( | гы ФО 4х ау. 
(2 -- ху-- р 
э-у < 


4х ду 
4183. И 0, 0). 
2 рее © 
НН 


Ф(х, 9) 
4184. ик 
0 
ф (<, и) 
4185. { \ яр 474 
жи 
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4186. Доказать, что если 1) функция ф (х, у) непре- 
рывна в ограниченной` области а < х< А, < уж В; 
2} функция |(х) непрерывна на сегменте а <х < А 
и 3 р<Ь то Итера 


(‹ в _ Фи _ 
ИИ 


Вычислить следующие интегралы: 


4187. Ш— 1 ахау. 
Уи 


сходится. 


ау 
а х 


4188. ( & | (4>0. 
} ее 
4189. { { 1151 (х—и)4хау, где область © огра- 
|] 


ничена прямыми у == 0, у=х, х= п. 


4190. | = и. 
ра 2 
«них» Уя- у 


Исследовать на сходимость следующие тройные ин- 
тегралы: 


_ Фуа _ 
419. т ау, те 0<т < 
ЕЯ. 
фи, у, г 
4192. т гит В где 09<т < 
ау 
<|$(х, и, 2)| < М< о. 


__ а _ 
4193. ЕН 50, 4>0, г>0. 
РИ А 


аа 
а. ( ав где 0<т< 
; ) {и—ФР--Е-ФОРР ео 


< 1х, и, 2)|< Мою, а а $8 и %(х) — непрерывные 
функции на сегменте (0, а 


4195. ны _ Чкау 4 _ р 
| фу—2Р 
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ЧИСИИТЬ тета 


_Чхауаг. ахау а: 
19 . 419 
- ее хРучх и ие 


ю-нича>1 
4198. ( | Е 
наз. Яир | 
уча 
- оо 25 
4199. | Г | еземим ах ауа2. 
4200. Вычислить интеграл 
оо +0 --оо 


| е-Рхь хз, аж ах Чх., 
соо 00 оо 


33 
где Р\(х, х» хз) = ру ро ацхох! (аи = ап) — положи- 


тельно определенная квадратичная форма. 


$ 10. Многократные интегралы 


. Н епосредственное вычисление крат- 
но ‚. интеграла, Если функция | (хл, хз, ‚. о Хи) ке 
прерывна в ограниченной области ©, определяемой неравен“ 
ствами 


ЖЗ <, 
х (=) =% = х, (х,), 


о ооо оо ооо фо 


й ® 
п (=, Хх, ев 1—1) << Хи р (1, Хх» в езь И 
, " С » 
где ху и х; — постоянные числа и 2 (х,), хо (х!), ... 
9. > т 
И Е 


функции, то соответствующий многократный интеграл може? 
быть вычислен по формуле 


Г р {Роа, хз, .. яп) хаха... ЧХа == 


С Е 
= [4 | ах в» у | Те, Хз, ..з Хя) Чл, 
х| х( х) ха( 1. 10 Хи 


2. Замена переменных вкратном инте- 
грале. Если 1) функция [ (х1, хь о ха). ‚ равномерно не- 
прерывна в ограниченной измеримой области ©; 2) непрерывно 
дифференцируемые фуккцин 


= ф; (Е, В. Е) (= 2,4. п) 
осуществляют взаимно однозначное отображение области @ про 
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странства Охлхз...хл на ограниченную область Я" пространства 
Е... Ёп и 3) якобиан 


= = В (х:, Хе хп) 
Р(Е, &», .. &) 


сохраняет почти всюду постоянный знак (кроме множества меры 
нуль) в области ©’, то справедлива формула 


Г... х,... да) ах ха. ‚о @хп = 
о 


Г: р ФН... и, 


В частности, при переходе к полярным координатам 
(", Ф:, Ф.,..., Фл-1 } по формулам 
х1 = гс0$ Ф., 
Хз = ГП Ф, с0$ Ф., 
Яп-1 == Г ЗП Фу 5 Фа.,. $11 Фл-2 60$ Фл-, 
Хл = Г ЯП Ф; $51 Фз... Я Физ $ Фа 
имеем: 
О (хь, хх... хп) 
ея 2 Бы ВЕНЕ 


О (г, Фь.. +. Фи-и) 


4201. Пусть К (х, и) — непрерывная функция в об- 
ласти А а<х<Ба<у<)и 


К» (х, = б 
И... Ко, Эко, 5... Ка» да, ... 4, 


Доказать, что 


== 71-1 $1172 ф, $1178 Ф;,.., ЭМ Физ. 


Ь 
Кита (х, у =| К» ©, |) К» (+, у} 4. 


4202. Пусть {= (5х, х,..., №) — непрерывная 
функция в области Оз х(=Ь2,..., п). До- 
казать равенство 


х Хн-1 х 


1 х х 
[4 [4,... | раки = [ Чхь Гажьа о. 
в з 


я. 
п>2). 
4203. Доказать, что 


Г в, (4, ы т (Г... НЯ, = {( 1%) #]. 


где | — непрерывная функция. 
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Вычислить следующие многократные интегралы: 


т 1 
4204. ) ([... (аа +... +4) Фа а... 4 


11 1 
6) о ачь-. с.-х) 4х, жа . .. Аха. 


4205. [= ГГ... Г фа... Ч, 
х1>0, 4,>0, .., х,>0, 
жа, ... +1=<а 
1 х 


Яп-1 
4206. [Фи аъ. г | а... Х@Хл. 
4207, а Мая... ха... 4х. 


х;>0, х,>.0, ..., хп> 
ж-+х,+... +21<! 


4208. Найти объем л-мерного параллелепипеда, огра- 
ниченного плоскостями 


Я: аХ1 + ах + ..: + Я пХв == = [7 ( = 1, 2, ое п), 
если А =| 41| 52 0. 
4209. Найти объем п-мерной пирамиды 


2-4... 4-м 1, х>0 (=12,... п) 
а: @ @п 


{а >0,1=1,2, ...у п). 


4210. Найти объем п-мерного конуса, ограниченного 
поверхностями 


2 д 2 _ х 
нь 
81 а Ч “п 


4211. Найти объем п-мерного шара 
аа... <. 
4212. Найти ||... | хэ@жахз ...х» где область @ 
определяется И. 
аа... < а, — < <-. 


4213. Вычислить 
ах! ах ..ь Чхв 


Мт-Я-#-..-а 


ам... <! 
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4214. ре ее 


ыы : | Нх„) ах, ее а 


_—\ 
4215. Доказать равенство 


х <: п 1 х 
Га [хаб ... й (ела) Чл == и" Ё (и) аи. 
4216. Доказать формулу Дирихле 


р а И о бы 
2, Хоть Хп 
ИИ, 


Гог (р... Гр) 
А 
4217. Доказать формулу Лиувилля 
Г оба + Е 
1' Хз’. .. Хп 
жН.. + < 
„. Ра ах ах,... Хх, = 
_ ГОГ... Г) (ло рчРы... ри 
АЕ © и 
(рь Рь .. Ра2>0), 
где / (и) — непрерывная функция. 
Указание. Применить метод математической индукции. 


4218. Привести к однократному интегралу п-кратный 
интеграл (п > 2) 


{ |... Ув чач+. Е (+) ах ах,...ах 
р 


распространенный по области жа... <", 
где | (и) — непрерывная функция. 

4219. Вычислить потенциал на себя однородного шара 
радиуса К и о 0%, т. е. найти интеграл 


-" | | ( И сны дуг» 


1213. 
как? 


те га ==^/ (и — хе (у — из)* (2. —2.)*. 
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4220. Вычислить п-кратный интеграл 


п п 
«оо Но — +{-со -| РУ аул х,-2 ру вен] 
... Ге Ч те 


—со —са -—с 


ах. Ах. ... ах, 


п 
если У, арх (аи =ар)— положительно  определен- 


1, [= 


ная квадратичная форма. 


$ И. Криволинейные интегралы 


1°. Криволинейный интеграл 1-го рода. 
Если [(х, у, 2) — функция, определенная и непрерывная в точ* 
ках гладкой кривой С 


х=х(1, у=у(1),2=2г() (6 <2=Т) (п 
и 45 — дифференциал дуги, то по определению полагают 


Т 
| Но, у, д 48 = [Кх(), у, 2(9) УЗО: 4. 
Е 


Особенность этого интеграла состоит в том, что он не зависит от 
направления кривой С | 

2°. Механические приложения криволи- 
нейного интеграла 1-го рода, Если р. 2 
— линейная плотность в текущей точке (х, у, 2) кривой то 
масса кривой С равна: 


М =] р (х, у, 2) 45. 


Координаты центра тяжести (ху, уз» 20) этой кривой выра- 
жаются формуламн 


1 | 
Хо = — х, и, г) 45, = — х, и, 2) 45, 
о и у, 2) 45, ми у, 2) 


1 
20 =-— 120 (х, и, г) а$. 
{ м у, г) 


3°. Криволинейный интеграл 2-го рода. 
Если функции Р == Р(х, у, 2), 9 = О цх, у, 2), В =В (ху, 2) 
непрерывны в точках кривой (1), пробегаемой в направле- 
нии возрастания параметра {, то полагают 


[ Року, д 4х-- Ч (и, у, 49-Е В (и, у, да = 
[9 
Т 


= [| (Р((), 90), 2(0) х' (0-9 (9, и, 200) у’ (д- 
5 
+8 (= (0, и(), (0) г’ (0} ат. (2) 


При изменении направления обхода кривой С этот интеграл изме- 
няет свой знак на обратный, Механически интеграл (2) представ- 
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ляет собой работу переменной силы {Р, 0, В}, точка приложе 
ния которой описывает кривую С. 
4$. Случай полного дифференциала. Если 


Р(х, и, 2) ах + Ч(х, у, 2) ау - В (х, у, 2 а2 = аи, 


где и=и(х, у, 2) — однозначная функция в области У, то 
независимо от вида кривой С, целиком расположенной в области 
У, имеем: 


р 9 4у-- В 42 =и(хь, \ь, 25) — и (ь уь 2), 


где (х1, Ир 21) — начальная и (хз, Уз 25) — конечная точка 
пути. В простейшем случае, если область У односвязна и функ- 
ции Р, Чи Р обладают непрерывными частными производными 
первого порядка, для этого необходимо и достаточно, чтобы 
в области У были тождественно выполнены следующие условия: 


р _ 00 0 0 98 _ др 


ду дх '’ д ду ’ 4х д2 


Тогда в простейшем случае стандартной параллелопидальной 
области У, функцию и можно найти по формуле 


Хх 2 
в(х, у, 2) = [Р(х у, дах | Ч (о, у, 2)4у -- [В (ть, уе, 2) 42, 
р: % 2 


где (хо, Ио, 20) — некоторая фиксированная точка области Уи 
с — произвольная постоянная. 

Механически этот случай соответствует работе силы, имею“ 
щей потенциал. 


Вычислить следующие криволинейные интегралы 1-го 
ода: 
4221. Г (и) 4$, где С — контур треугольника 
с вершинами О (0, 0), А (1, 0) и В (0, 1). 
4222. {[ у? 4$, где С — арка циклоиды 
х=а(Е— яп, у=а(1 — с030 (0 < Ё< 27). 
4223. | (х? - у2). 4$, где С — кривая 


х ==а (с0$ Е + #51 2), у=а (т 2 — 260$ 0 
(0 << 27). 


4224. { ху 4$, где С — дуга гиперболы 
х=асп к у=а$й Е (0 < Ё< 4). 
4255. (ее) 4, где С — дуга астроиды 
у а. 
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4226, | суча, где С— выпуклый контур, ограничен- 


ный кривыми г==а, ф == 0, ф = р (гиф — полярные коор- 


динаты). 
4227. { 191 45, где С — дуга лемнискаты 


(у) = — у). 
4228. [ х 45, где С — часть логарифмической спи- 
рали г = ае*® (А >> 0), находящаяся внутри круга г<а. 
4229. {+ 245, где С —окружность х-- у’ =ах. 


4230. я где С-—-цепная линия у=а—. 
у 


Найти длины дуг пространственных кривых (пара- 
метры положительны): 


4231. х = З6 у= З@, 2 = 28, от О (0, 0, 0) д 
А (3, 3, 2). 

4232. х=е-" сз}, у=етЬ 2=е при 
О0<Е< +. 

4233. у=а агсзп =, 2=-- № 
до А (хо, У, 20). 9 

4234. (х— у) =а(х- у), а а от 0 (0, 0, 0) 
до А (%%, о, 20). 

4235. х? + у = ег, “= «— от 000, 0,0 дю 
А (хо, У 20). 

4236. зу =а?, Я -усв (асе +в от 
точки А (а, 0, 0) до точки В (х, у, 2). 


а—х 


ав от 0(0, 0, 0) 


Вычислить криволинейные интегралы 1-го рода, 
взятые вдоль пространственных кривых: 


4237. | (<? + у" + г?) 4$, где С — часть винтовой 


линии 
х = 40$ 1 у=азтьа= И (0 <:< 21). 
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4238. { х? 45, где С — окружность 


А -- и -Н 22 = а хРу-2=0. 
4239. | 2 4$, где С — коническая винтовая линия 
С 


х == #505 В у = {тг = (0 <18< 1. 
4240. ий 4, где С — дуга кривой х? - у? == 27°, 


у = ах от точки О (0, 0, 0) до точки А (а, а, а^\/?). 
4241. Найти массу кривой х=а с0$& у = 6 з31Е 
(@>Ь>0; 0<:< 27), если линейная плотность 
ее в точке (х, у) равна р = |у|. 
4241.1. Найти массу дуги параболы 


у = 2рх (0 <х<р/”), 
если линейная плотность параболы в текущей точке 
М (х, и) равна |у]. 
4242. Найти массу дуги кривой х = аб у=- 8, 


2=58 (0 << 1), плотность которой меняется по 
закону р=^/5уа. 

4243. Вычислить координаты центра тяжести дуги 
однородной кривой у-=асв е от точки А (0, а) до 


точки В (Ъ, В). 
4244. Определить центр тяжести дуги Циклоиды 


х=а(Е— зп д, у=а(1 — сё) (0=2<пз). 


4244.1. Найти статические моменты 
$,=[х 4, $:=[14 
[2 


дуги С астроиды 
х2З -- 23 =— а23 (х > 0, у > 0) 
относительно осей координат. 


4244.2. Найти момент инерции окружности х” -|- 
-- у = а* относительно ее диаметра. 


4244.3. Найти полярные моменты инерции 
Те = р (хе - у") 4 
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относительно точки О (0, 0) следующих линий: а) контура 
С квадрата тах {|х|, |у|} = а; 6) контура С правиль- 
ного треугольника с вершинами в полярных координатах 


Р(а, 0), 0 (а. =), В а. . 


4244.4. Найти средний полярный радиус астроиды 
221 -|- ут = а, 
т. е. число го (о > 0), определяемое формулой 
6 =5-1, 
где Г, — полярный момент инерции астроиды, относи- 
тельно начала координат (см. 4244.3) и $ — длина дуги 
астроиды. 

4245. Вычислить координаты центра тяжести контура 
сферического треугольника х? -{ у? -{ 2? = а; х> 0, 
у>20, 220. 

4246. Найти координаты центра тяжести однородной 
дуги 

х=е! с д у=жезтьг=е (—-©х < #=0). 


4247. Найти моменты инерции относительно коорди» 
натных осей одного витка винтовой линии 


х=ас0$ у=а яп =>! (0 << 27). 


4248. Вычислить криволинейный интеграл 2-го типа 
1х ау—уах, 
0 


где О — начало координат ни точка А имеет координаты 
(1, 2), если: а) ОА — отрезок прямой линии; 6) ОА — 
парабола, ось которой есть Оу; в) ОА — ломаная ли- 
ния, состоящая из отрезка ОВ оси Ох и отрезка ВА, па- 
раллельного оси Оу. 

4249. Вычислить 


Г х4у-+ уах 
ОА 
для путей а), 6) и в), указанных в предыдущей задаче 
Вычислить следующие криволинейные интегралы 2-го 


рода, взятые вдоль указанных кривых, в направлении 
возрастания параметра: 


448 ОТДЕЛ УПГ. КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
4250. { (=? — 2ху) ах + (у? —2ху) ау, ге С-> 
с 


парабола 
у= 2? (-1 <<). 


4251. [ (5 - у) 4х- (х* — у) ау, где С — кри- 
с 
вая 
у=1—|1—х| (0<х<2). 


4252. фе чи %-+@— У 4у, где С -— эллипо 
с 


ж у 

ты 

4253. а (2а —и) ах - хау, где С — арка цикло- 
Иды 


=], пробегаемый против хода часовой стрелки. 


х=а (1 — зп 0, и=а (1 — с08Й 
(0 <Е< 29). 


тих -(-у а 
4254. ф И 2 где С — окружность 


к?-- у? = а*, пробегаемая против хода часовой стрелки, 


4255. ф ВЕ. где АВСРА — контур квад- 
И 

АВСРА 

р с вершинами А (1, 0), В (0, 1, С()Ы— Ш 0), 

(0, —!. 
4256. { ах зтиу -- 4уп ох, где АВ — отрезок пря- 

АВ 

мой между точками Д (0, п) и В (т, 0). 


4257. ау агс --— 4%, где ОтА — отрезок па- 
От Апо 
раболы у = х* и ОпА — отрезок прямой у =х. 


Убедившись, что подынтегральное выражение яз- 
ляется полным дифференциалом, вычислить следующие 
криволинейные интегралы: 


С, 3) {3, —4) 
4258. т хау-уах. 4259. 5 хах-- уу. 
т Вр ) {0, 
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(2. 3; 
4260. Г хуи и—и 4, 
,#} 
а ь 


4261. Г (х— и (4— ау). 
а, 


—и 


и, 
4262. а Их- у) (ах-- ау), где | (и) непрерывна. 
и 


ах —ха 
4263. ( ЧАИ вдоль путей, не пересекающих 
©, |) 
оси Оу. 
у 6, 8) а а 
4264. | 294 роль путей, не проходящих 
1, 0 Уи 


через начало координат. 
ды, 53) 
4265. \ 9(х) ах Еф (9) 4у, фиф — непрерыв- 
, и) 
ные функции. 
“3, 


0 
4266. ы Ко -+ 4х3) ах - (6х?у? — 5) ду. 
—2. —П 


4. 0) 


МИь н 
4267. | о. вдоль путей, не пересекающих 
х — 
©, —п ы 
прямой и == х. 
(2, м) ы 
4268. | (1 ввоз) ах (в ^^ со >) 49 
х х х х х 
1, м) 


вдоль путей, не пересекающих оси Оу. 


@, 5 
4269. { е* (соз ух — чпу ду). 
©: 0 
4270. Доказать, что если ] (и) — непрерывная функ- 
ция и С — кусочно гладкий замкнутый контур, то 
фе -- у) (хах-руду) =0. 
[2 


Найти первообразную функцию 2, если: 
4271. аа == (х2--2ху — у?) ах-+ (*—2ху—у) ау. 
29-2383 
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удх — х4у 
4272. 42= Е 
4273. = (ее 2ху 5) ах (а — 2-4 
м 
4274. 42 = е* [е/(х — у 2) + у] ах-+ 
+ ех [е9 (х — и) + Пау. 
О р. 
дхп-1дут дхпдут- 


дт-+т-а 1 

4276. 42 = Похпедутеа (м =) ах 

дт+т-+а | ———Ь 

Е — а я = х ”, 
ее (п . ) у, где г=^/ я -у 


4277. Доказать, что для криволинейного интеграла 
справедлива следующая оценка: 


ДР 94| < (М, 


где Г. — длина пути интеграции и М = тах \/Р* + 0* 
на дуге С. 
4278. Оценить интеграл 


о у 4х — хау 
в = ЕО 
(2 ху у) 
ху ==Ю? 
Доказать, что Шт /в =0. 
В-ьо 
Вычислить криволинейные интегралы, взятые вдоль 
пространственных кривых (координатная система пред» 
полагается правой): 


4279. | (у? — 2") 4х + 2уг Чу — х?42, где С — кри- 


с 
вая х=Бу=й, 2г= В (0 << 1), пробегаемая в 
направлении возрастания параметра. 
4280. [у ах + 24у + х 42, где С —виток винтовой 
с 


линии Хх = 450$ Бу=азт $ 2=й (0<Е<2м), 
пробегаемый в направлении возрастания параметра. 


4281. [| (у— 2) ах + (2—хау + (х— 942, где 
с 


С — окружность х?- у? -{ 2? = 2%, у=хцва (0 < 
<а<л), пробегаемая против хода часовой стрелки, 
если смотреть со стороны положительных х. 
4282. ? у? ах { 2 ау + х? 42, где С — часть кри- 
[# 


$ И. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 451 


вой Вивиани х?-|- у? -| 2? = 02, х1-- у? = ах (2> 
> 0, а>> 0), пробегаемая против часовой стрелки, если 
смотреть с положительной части (х > а) оси Ох. 
4283. | (1? — 2?) ах- (21 — д) ау- (2 -— 9) а2, 
с 


где С — контур, ограничивающий часть сферы х? -| у? -- 
22 = |1 х>0, у> 0, 2> 0, пробегаемый так, что 
внешняя сторона этой поверхности остается слева. 


Найти следующие криволинейные интегралы от поль 
ных дифференциалов: 
(2, 3, —4 
4284. г: хах | уду— 2 4г. 
а, 1, 1 


6, ы0 
4285. {  угах-р ха ду ху 42. 
(1, 2, 3) 
(ь у» 2) 
4286. хх 242 где точка (хь, Уз, 21} 
Ау 2 
ль у 2) 
расположена на сфере х? -{ у? - 2? = а?, а точка (ха, 
уз, 2.) — на сфере х?-- у? - 22 = 652 (а>0,5>0). 
Чиь Ш, 2) 
4287. | 90) “+ ау - х(2) 42, где ф, 
(Ж1, 1, 23) 
4р, Хх — непрерывные функции. 


5 ‚ 23) 
4288. | Г(х --у- г) (Ч 4и- 42), ге] — 


(хь ув, 2) 
непрерывная функция. 


1х, уз, 2) 
4289. | (ия )(хах-руду ++ 242), где 
(ха, ль 21) 


[— непрерывная функция. 


Найти первообразную функцию и, если: 


4290. 4ц = (х? — 292) ах - (у? — 2х2) ау + 
Е (22 — 2х) 4г. 


Е Е Ла 
и 
— 
22 ® 
4292. ди = ИИ фи ут 
яние 2 
29* 
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4293. Найти работу, производимую силой тяжести, 
когда точка массы т перемещается из положения 
(Х:, ул, 21). в положение (хо, у», 2.) (ось Ог направлена 
вертикально вверх). 

4294. Найти работу упругой силы, направленной 
к началу координат, величина которой пропорциональна 
удалению материальной точки о начала координат, 
если эта точка описывает в направлении, противополож- 
ном ходу ОВО стрелки, положительную четверть 


эллипса += = 1. 


4295. Найти або силы тяготения Р == &/!?, гдег== 


= ^/- у'--2, действующей на единичную массу, 
когда последняя перемещается и точки М, (ху, уз, 21) 
в точку М, (х», У», 2.). 


$ 12. Формула Грина 


. Связь криволинейного интеграла 
сд - ойным. Если С — замкнутый простой. кусочно гладкий 
контур, ограничивающий конечную односвязную область $, 

пробегаемый так, что область $ остается слева, и функции 
Р (х, и), 9 (х, у) непрерывны вместе со своими частными производ- 
ными первого порядка Рух, уи О, (х, и) в области $ и на ее 


границе, то имеет место формула Грина 


фи 4+ 9 (а а @хау. (1) 


Формула (1) справедлива также и для конечной области $, 
ограниченной несколькими простыми контурами, если под гра- 
ницей С последней понимать сумму всех граничных контуров, 
направление обхода которых выбирается так, что область $ 
остается слева. 

2. Площадь плоской области. Площадь $ 
фигуры, ограниченной простым кусочно гладким контуром С, 
равна 


1 
$ =Фхаи == — фиуах = — ду — уах). 
ха фу» оф иа уах) 


В этом параграфе, если не оговорено противное, предпола- 
гается, что замкнутый контур интеграции простой (без точек 
самопересечения) и пробегается так, что ограниченная им об- 
ласть, не содержащая бесконечно удаленной точки, остается 
слева (положительное направление). 


4296. С помощью формулы Грина преобразовать кри- 
волинейный интеграл 
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= фу ии ш + уаи)] 4, 


где контур С ограничивает конечную область 5. 
4297.- Применяя формулу Грина, вычислить криво- 
лннейный интеграл 


= (ху ах — у) ау, 
К 


где К — пробегаемый в положительном направлении 
контур треугольника АВС с вершинами А (1, 1), В (3, 2), 
С (2, 5). 

Проверить найденный результат, вычисляя интеграл 
непосредственно. 


Применяя формулу Грина, вычислить следующие 
криволинейные интегралы: 


4298. $ ху’4у—хуйх, где С — окружность 
С 


х? — ры ЕЁ а’. 
4299. 6 (х + у 4х— х—у4. те С — эллипс 
с 


ый 


а? | 


4300. фе [(1 —с0$ у) 4х —(ур—зт 9) 4, тде С = 
[2 


пробегаемый в положительном направлении. контур, 
ограничивающий область 0<х<л, О0<у< яп х. 

4301. фо еб (с0$ 2хуйх -- мп 2ху ау). 

хула 

4302. На сколько отличаются друг от друга криво- 

линейные интегралы 
п= | пут ах—х— ау 
АтВ 


Б= [уф фа, 
АпВ 
где АтВ — прямая, соединяющая точки А (1, ди 
В (2, 6), и АпВ — парабола с вертикальной осью, про- 
ходящая через те же точки ДА и В и начало координат? 
4303. Вычислить криволизейный интеграл 


{ © зтур— ти) ах- (е сои — па и, 
Ато 
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где АтО — верхняя полуокружность х? -- у? == ах, про- 
бегаемая от точки А (а, 0) до точки О (0, 0). 


Указание. Дополнить путь АтО до замкнутого прямо 
линейным отрезком ОА оси Ох. 


4304. Вычислить криволинейный интеграл 
[ ффе-ту ах 9’) “—т ау, 


АтВ 


где ф (у) иф (и) — непрерывные функции и АтВ — про- 
извольный путь, соединяющий точки А (ху) и 
В (х., у), но ограничивающий вместе с отрезком АВ 
площадь АтВА данной величины $. 

4305. Определить две дважды непрерывно ‘дифферен- 
цируемые функции Р (х, и) и © (х, и) так, чтобы кри- 
волинейный интеграл 


1=6 Р(х-а, у-- В) 4х Е Ч (х--а, у- Вау 
С 


для любого замкнутого контура С не зависел от постоян- 
ных а и В. 

4306. Какому условию должна удовлетворять диффе- 
ренцируемая функция Р (х, у), чтобы криволинейный 
интеграл 

[ Вбь и) и4х- х4у) 
АтВ 
не зависел от вида пути интегрирования? 
4307. Вычислить 


ры хау— уах 
ее 


где С — простой замкнутый контур, не проходящий 
через начало координат, пробегаемый в положительном 
направлении, 

Указание. Рассмотреть два случая: 1} начало коорди- 
нат находится вне контура; 2) контур С окружает начало коор- 
&ннат. 

С помощью криволинейных интегралов вычислить 
площади, ограниченные следующими кривыми: 

4308. Эллипсом х = 450$ 6 у= бзтЕ (0<2< 
< 21). 

4309. Астроидой х = а с0531, у== 6 513 (0<Е=< 
< 21). 

4310. Параболой (х - у)? = ах (а> 0) и осью 0х. 
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4311. Петлей декартова листа хз -+- уз = Заху 
{а > 0); 
Указание, Положить у = &, 
4312. Лемнискатой (х? -+ и?)? == а? (х? — у"). 
Указание. Положить у = х {Е $. 

4313. Кривой х? -{ уз = х? -- у? и осями координат. 
4314. Вычислить площадь, ограниченную кривой 
(х-- ут" = ахзут (а>0, п>0, т>0). 
4315. Вычислить площадь, ограниченную кривой 


(=)'+(=) =: (@>0, 5>0, п>0) 
н осями координат. 


21 


х 2/п и ; 
Указание. Положить —- = с03?/ Фф, =: 9- 
а 


4316. Вычислить площадь, ограниченную кривой 


сх \" 9" Хх \1— ГА 
(-.) +(5) (---) +(») 
{а>0, 6>0, п> |) и осями координат. 
4317. Вычислить площадь петли кривой 


х \21-4 2п-- п ® 
(:)° +)” =. Сь) 
а Г.) а Ь 
(а>0, Ь>>0, с>0, л>0). 

4318. Элициклоидой называется кривая, описываемая 
точкой подвижной окружности радиуса г, катящейся без 
скольжения по неподвижной окружности радиуса К и 
остающейся вне нее. 

Найти площадь, ограниченную эпициклоидой, прел- 


полагая, что отношение _® — п есть целое число (п >1). 


г 

Разобрать частный случай г = Ю (кардиоида). 

4319. Гипоциклоидой называется кривая, описывае- 
мая точкой подвижной окружности радиуса г, катящейся 
без скольжения по неподвижной окружности радиуса К 
и остающейся внутри нее. Найти площадь, ограниченную. 
гипоциклоидой, предполагая, что отношение А = п 
есть целое число (п > 2). 

Разобрать частный случай г = А/4 (астронда). 
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4320. Вычислить площадь части цилиндрической по- 
верхности х?-|- у? = ах, вырезанной поверхностью 
х? | у? -{ 23 = а*. 

4320.1. Доказать, что объем тела, образованного 
вращением вокруг оси Ох простого замкнутого контура С, 
расположенного в верхней полуплоскости у >> 0 равен 


У = —л $ у ах. 
Га 


4321. Вычислить 
1 Хау —уах 


= ——- ——_—_: 


2х Ха уз 
с 


если Х = ах -| Бу, У = сх -- 4у и простой замкнутый 
контур С окружает начало координат (а4 — вс == 0). 

4322. Вычислить интеграл / (см. предыдущую за- 
дачу), если Х =ф (ях, и), У =ф(х, у, и простой кон- 
тур С окружает начало координат, причем кривые 
ф (х, у) = Оиф (х, у) = 0 имеют несколько простых точек 
пересечения внутри контура С. 

4323. Показать, что если С — замкнутый контур и 
| — произвольное направление, то 


ф с0$ (1, п) 4 =0, 
2 


где и — внешняя нормаль к контуру С. 
4324. Найти значение интеграла 


1=$(х 00$ (, х)+ усоз4п, у)] 4, 
С 


где С — простая замкнутая кривая, ограничивающая 
конечную область 5, и п — внешняя нормаль к ней. 
4325. Найти 
: 1 
Ит — $ (Е. м) @& 
& (5)-+0 5 $( р 

где 5 — площадь, ограниченная контуром С, окружаю- 
щим точку (хо, и), 94($) — диаметр области $, п —еди- 
чичный вектор внешней нормали контура Си Р{Х, У} — 
зектор, непрерывно дифференцируемый в $ -| С. 


$ 13. Физические приложения криволинейных 
интегралов 


4326. С какой силой притягивает масса М, равно 
мерно распределенная по верхней полуокружности х? -- 
- у? = 23, у> 0, материальную точку массы т, зани- 
мающую положение (0, 0)? 
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4327. Вычислить логарифмический интеграл простого 


слоя 
и (х, и) -ф и м 48, 
ё 


где их = сопз{ — плотность, = УЕ—- ("— и) 
и контур С есть окружность = _ 1? = А?. 
4328. Вычислить в полярных координатах ри ф 
1 потенциалы простого слоя 
2л. 


„-| 05 тф п —— и 1,=( $ пир п — 
0 


где г — расстояние между точкой (р, $) и переменной 
точкой (1, $) и т — натуральнье число. 
4329. Вычислить инаязрал Гаусса 


60$ (г, п} 
и(х, и) = фм а5, 


у 


с 


ге г=^/(— + — и)? — длина вектоэа г, со- 
единяющего точку А (х, и’ с переменной точкой .М (&, п) 
простого замкнутого гладкого конура С, (7, п) — угол 
между вектором Г и внешней нормалью п к кривой С 
в точке ее М. 

4330. Вычислить в полярных координатах риф 
логарифмические потенциалы двойного слоя 

2п 


к. = ( со т 94 р, 
т 
[2 
2п 
К. = | эт ти, 


0 


где г — расстояние между точкой А (р, $} и переменной 
точкой М (1, $), (г, п) — угол между направлением 
АМ = ги радиусом ОМ = п, проведенным из точки 
О (0,0), и т — натуральное число. 

4331. Дважды  дифференцируемая функция и = 
= и (х, у) называется гармонической, если Аи = 


ди ди 
ЕЕ = 0. Доказать, что и есть гармоническая 


да + ду? 
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функция тогда и только тогда, если 


Е, 
дп 


р Р ди 
где С — произвольный замкнутый контур и 5” Про 
п 


изводная по внешней нормали к этому контуру. 
4332. Доказать, что 


Мы) + Сы) = 
= ео =. 45, 


где гладкий контур С ограничивает конечную область 5. 
4333. Доказать, что функция, гармоническая внутри 
конечной области 5 и на ее границе С, однозначно опре- 


деляется своими значениями на контуре С (см. задачу 
4332). 


4334. Доказать вторую фсриулу Грина на плоскости 


Г В 


„| бп дп 
и Я 
где гладкий контур С ограничивает конечную область $ 
д В 
И 5" ПроиЗВоДНВя по направлению внешней нормали 
[2 


к С. 


4335. Пользуясь второй формулой Грина, доказать, 
что если и = и (х, у) — гармоническая Ффуикция в зам- 
кнутой конечной области 5, то 


и (< бе ОР 
9-=6( д" 


где С — граница области $, и — направление внешней 
нормали к контуру С, (х, и) — внутренняя точка обла- 
сти $ иг == ^/(& — х)* -- (| — У): — расстояние между 
точкой (х, у) и переменной точкой (& п) контура С. 

Указание. Вырезать точку (х, #) из области $ вместе 


с бесконечно малой круговой окрестностью ее и применить вто- 
рую формулу Грина к оставшейся части области 5. 


Аи 45 
р: у 


— пг =) %, 
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4336. Доказать теорему о среднем для гармониче- 
ской функции и (М) == и (х, и): 


и(М) =— фи 1х, 
ф 


218 


где С — окружность радиуса Е с центром в точке М. 
4337. Доказать, что функция и (х, у), гармониче- 
ская в ограниченной и замкнутой области и не являю- 
щаяся постоянной в этой области, не может достигать 
своих наибольшего и наименьшего значений во внутрен- 
ней точке этой области (принцип максимума). 
4338. Доказать формулу Римана 


м Мы фра 
5 й р с 
где 
ди ди ди 
то ета 
0% [2 [4] 
о 


(а, 6, с — постоянные), Ри @ — некоторые опреде- 
ленные функции и контур С ограничивает конечную 
область 5. 

4339. Пусть и=и(х, у) и =о (©, 9) — компо- 
ненты скорости установившегося потока жидкости. Опре- 
делить количество жидкости, вытекшее за единицу вре- 
мени из ограниченной контуром С области $ (т. е. раз- 
ность между количествами вышедшей и вошедшей жЖид- 
кости). Какому уравнению удовлетворяют функции и ии, 
если жидкость несжимаема и в области 5 отсутствуют 
источники и стоки? 

4340. Согласно закону Био — Савара электрический 
ток 1, протекающий по элементу проводника 45, создает 
в точке пространства М (х, у, 2) магнитное поле с на- 
пряжением 


‚ (гха$ 
ан= С, 
где г — вектор, соединяющий элемент 4$ с точкой М, 
и А — коэффициент пропорциональности. Найти проек- 
ции Н‚, Н, Н, напряжения магнитного поля Нв 
точке М для случая замкнутого проводника С. 
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$ 14. Поверхностные интегралы 


1°, Поверхностный интеграл 1-го рода. 
Если $ — кусочногладкая двусторонняя поверхность 
хх (и, 9) у=у(и, й 2=2(и, 0), (шо ЕЯ) {1) 


и Ё(х, и, 2) — функция, определенная и непрерывная в точках 
поверхности 5, то 


ИО у, 45 и (ш, 5), у(и, г), г (и, 0)) /Еб—Р? ди, 
(2) 

"(> ы + (ы 

е. 


р. _дх_ _ду. =. += 
ди 4% ' ди = | 
В частном случае, если уравнение поверхности с имеет вид 


—= 2 (х, у) ((х, у} Е б), 


где 2(х, у) — однозначная непрерывно дифференцируемая функ- 
ция, то 


И (х, у, 245 = 


= =, в А/1+ (+ (5) =) (5) =. 


Втот интеграл не зависит от выбора стороны поверхности 5. 

Если функцию { (х, у, 2) рассматривать как плотность по* 
верхности $ в точке (х, у, 2), то интеграл (2) представляет собой 
массу, этой поверхности. 

92°. Поверхностный интеграл 2-го рода. 
Если $ — гладкая двусторонняя поверхность, 5+ — ее сторона, 
характеризуемая направлением и й [с03 а, соз В, 031}, 
Р=Р(х, и, 2), О=О(х, у, 2, В= В(х, у, д —птри функ- 
ции, определенные и непрерывные на поверхности $, то 


{ { Рауаг-- 9 агах-Е Е ах ау= {1 (Р с05 -НО соз В--В соз 1) 45. (3) 
Если поверхность $ задана в параметрическом виде (1), то 


нэправляющие косинусы нормали й определяются по форму“ 
пом: 


где 


ы 
+(>.), 


А В 
60$ а =, = 
+43 -- 82 -- С? = А/Аа-Ё Ва-- Са 
0$ *} = - , 


+= ^/А*-| В*-- С? 
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ме д р. 9 С _9% И, извак 
д(и, 5) д (и, =) 9 (и, о 


в. радикалом выбирается надлежащим образом. 
При переходе к другой стороне $— поверхности $ интеграл (3) 
меняет свой знак на обратный. 


4341. На сколько отличаются друг от друга поверх- 
ностные интегралы 


= Гоафу +2) 45 и = ау аР, 


где $ — поверхность сферы х? -|- у? -{ 22 =а* и Р 
поверхность октаэдра |х|- |у|-+ |2| = а, вписан- 
ного в эту сферу? 


4342. Вычислить |245, где $ — часть поверх- 


ности х* -{ 22 == 2аг (а > 0), вырезанная поверхностью 
= у. 

Вычислить следующие поверхностные интегралы 
1-го рода: 


4343. № (х--иу-2) 4$, где $ — поверхность 
хе 2 = а, гр 0. 
4344. Я (х?--у?) 4$, где $ — граница. тела 
ро << !. 
4345. т ‚ где $ — граница тетраэдра 
} (+ — р’ : р 


о Ьх>20, у>0, 22 0. 
4346. № |хуг|4$, где $ — часть поверхности 2 = 
=? -- у?, отсекаемая плоскостью 2 == 1. 
4347. (>, где 5 — поверхность эллипсоида н 


й — расстояние центра эллипсоида до плоскости, 
касательной к элементу 4$ поверхности эллипсоида. 


4348. Я 24$, где 5 — часть поверхности геликоида 
Х=иС05$90, у=и ПО, 2=0 (0<и<а; 0<и<9л). 
4349. | 2245, где $ — часть поверхности конуса 


Х = г с0$ ф па, у=гзШ фупо, г = г с05& 
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(0О<г<а; 0<ф<2л) и а —постоянная (0<«<—). 
4350. Я (ху-уг-+-2х) 45, где $ — часть конической 


поверхности г = 4/х? -- у?, вырезанная поверхностью 
ху = 2х. 
4351. Доказать формулу Пуассона 


1 
Г] Ках-ву +4) 45 =2л | (и ее аи, 


где $ есть поверхность сферы х? -| у? -{ 2% = 1. 
4352. Найти массу параболической оболочки 


= и) (0<2< 1), 


плотность которой меняется по закону р = г. 
4352.1. Найти массу полусферы 


ху 21 = а? (2 > 0), 


плотность которой в каждой ее точке М (х, у, г) равна 2/а. 

4352.2. Найти статические моменты однородной тре- 
угольной пластинки х фу г=а( > 0, и > 0, 
г > 0) относительно координатных плоскостей. 

4353. Вычислить момент инерции относительно оси Ог 
однородной сферической оболочки х* -{- у* - 2* = а* 
(2 > 0) плотности рь. 

ыы и мы СИН однородной кони- 


ности. Ро относительно прямой 
а 


1 0 0 


4355. Найти координаты центра тяжести части одно- 
родной поверхности 2 = ^/х* - у*, вырезанной по- 
верхностью х? -{ у? = ах. 

4356. Найти ии центра тяжести однород- 
ной поверхности 

= 4/1 —2Ы—у (х>0; у>0; хфуза). 
4356.1. Найти полярные моменты инерции 


в= ау 2) 6 
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следующих поверхностей $: 

а) поверхности куба тах {|х|, |и|, 121} = а; 

6) полной поверхности цилиндра х? -- у? < и: 0 = 
=2<Н 

4356.2. Найти моменты инерции треугольной пла- 
стинки 


ху а=1 (> 0, у>20, 2> 0) 
относительно координатных плоскостей. 


4357. С какой силой притягивает однородная усе: 
ченная коническая поверхность 


Х == г с0$ ф, у = гзшф, ё=г 
(0 <ф<2л, 0<<г<а) 


плотности рь материальную точку массы т, помещенную 
в вершине этой поверхности? 

4358. Найти потенциал однородной сферической по- 
верхности х? - у? - 2? = а? ($) плотности ро на точку 


М, (хо, и» 2%), т. е. вычислить интеграл и = | о в. , 


где г/у -@— а}. 
4359. Вычислить 
Е0= [| Гу 245, 
ху 
где 
1—2 — 1—2, ели р <1 
Р(х, у, э-| 0, если 3 --у--2>1. 


Построить график функции и = Р (1. 
4360. Вычислить интеграл 


РО [|1 и 95, 
их 
где 
Нк, и, = ВИ ЕЙ: 


0, если г < ^/®- и. 
4361. Вычислить интеграл 
Ри ь 9 = [1 ъ 095, 
где $ — переменная сфера 
(Е — х)* + м — + (—2' =, 
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и 
{. если + 12-2 < а*; 
НЕ, т, в = 0, ‚если 2-12-52 > а?, 
предполагая, что 
ге >а>0. 


Вычислить следующие поверхностные интегралы 2-го 
рода: 


4362. М (хдуаг-- у42ах --г4х4у), где $ — внешняя 
сторона сферы х* -- у* + 2 = а". 
4363. | | [дуаг--е (и) @ах--вдахау, гле |), 


Г. (и), (2) — непрерывные функции и 5 — внешняя 
сторона поверхности параллелепипеда О<х<а; 0 < 
<у<в; 0<2<с. 

4364. Мч—24 42-- (2— х) агах- (х— у) ахау, 
где 5 — внешняя сторона конической поверхности х* - 
-- у? == 23 (0 <2< 1). 

4365. ни), где 3 — внеш- 

. х у 2 


х? у 22 
няя сторона эллипсоида —+— -- —= 1. 
а? ь с? 


4356. Л хау42-- у? 4гах-- ?ахау, где $ — внеш 
няя сторона сферы (х — а)? -- (у — 6) - (2 —с)*= А, 


6 15. Формула Стокса 


Если Р = Р(х, у, 2), @ = О(х, у, 2), В= (ху д 
непрерывно дифференцируемые функции и С — простой замкну- 
тый кусочно гладкий контур, ограничивающий конечную ку“ 
сочно гладкую двустороннюю поверхность 5, то имеет место 
формула Стокса: 

05%  с0зВ с0% 


6 рах-- Ч4у-+ В 4 7} к и 4$ 
Р о в 


где с0$ @ соз В, соз } — направляющие косинусы нормали к по- 
верхности 5, направленной в ту сторону, относительно которой 
обход контура С совершается против хода часовой стрелки 
(для правой координатной системы), 
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4367. Применяя формулу Стокса, вычислить кри- 
волинейный интеграл [у ах + г4у + хаг, *где С — 
окружность х? -{ у? - 2? = а х+у-+г=0, про- 
бегаемая против хода часовой стрелки, если смотреть 
с положительной стороны оси Ох. 

Проверить результат непосредственным вычислением. 

4368. Вычислить интеграл 


дык, 
взятый по отрезку винтовой линии 
х=ас0$ф, и=азтф, = 


от точки А (а, 0, 0) до точки В (а, 0, №). 

Указание. Дополнить кривую АтВ прямолинейным 
отрезком и применить формулу Стокса. 

4369. Пусть С — замкнутый контур, расположен- 
ный в плоскости х с0$ © -- у со В - 2 с05 у — р =0 
(с0$ @, с0$ В, соз у — направляющие косинусы нормали 
плоскости) и ограничивающий площадку 5. 

Найти 

ах ау 42 


соя ©0588 с05у]|, 
С] х у Ё 

где контур С пробегается в положительном направле- 
нии. 

Применяя формулу Стокса, вычислить интегралы; 

4370. {ча чечя ау - и) 42, где 
С — эллипс х == а 311? &, у = 2а$1п Ес0$ &, 2 = а с03* # 
(0 =: < л), пробегаемый в направлении возрастания 
параметра Г. 


4371. {9—2 ах + (2—х) ау + (-— У 42, где 


С — эллипе х?- у? = а*-—=-+-_ =] @а>0, #> 0), 
пробегаемый против хода часовой стрелки, если смотреть 
с положительной стороны оси Ох. 

4372. | (у 22) ах - (<? + 2) 4+ (* + у?) 42, 
где С — кривая х? -{- у? -|- 22 = 2Юх, х* + у? = 4х (0< 
<г< К, 2 > 0), пробегаемая так, что ограниченная 
З0-2383з 
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ею на внешней стороне сферы х? + у? -{ г? = 2Юх наи- 
меньшая область остается слева. 


4373. [ (у? — 2?) ах ++ (2? — х?) 4у + (х? — у?) г, 
[0 
где С — сечение поверхности куба О<х<а 0< 


| 3 
<у<а, О<2=<а плоскостью р ат. 
пробегаемое против хода часовой стрелки, если смот- 


реть с положительной стороны оси Ох. 
4374. [ узг?ах - х?2?4у -- хзу?42, где С — замкну- 
С 


тая кривая х = ас0$1 иу=ас0$ 2 г=а ©0605 З& 
пробегаемая в направлении возрастания параметра 2. 
4375. Доказать, что функция 


У (и 2 [45 (Е = соп5%), 
$ 


где 5 — площадка, ограниченная контуром С, и — нор- 
маль к поверхности $ и г — радиус-вектор, соединяю- 
щий точку пространства М (х, у, г) с текущей точкой 
А (5, 12) контура С, является потенциалом магнит- 
ного поля Н, создаваемого током {, протекающим по 
контуру С (см. задачу 4340). 


$ 16. Формула Остроградского 


‚Если $ — кусочно гладкая поверхность, ограничивающая 
объем У, иР = Р(х, у, 2), 9= 9 (х, у, 2), В = ВЮ (х, у, 2) — 
функции, непрерывные вместе со своими частными производ- 
ными 1-го порядка в области У -|- $, то справедлива формула 
Остроградского: 


ТР с0$ @ -- @ соз В -[ В со$ $) 4$ == 
$ 


“ен 


где со @, соз В, соз } — направляющие косинусы внешней нор- 
мали к поверхности $. 


СВ ) ах 41 4г, 
92 


Применяя формулу Остроградского, преобразовать 
следующие поверхностные интегралы, если гладкая по- 
верхность $ ограничивает конечный объем У и с05а, 
с0з В, с0$ 7 — направляющие косинусы внешней нормали. 
к поверхности $: 


4376. [ 8 у 42-- уз агах + 23 ах ду. 
$ 
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4377. П] угауаг-+гхагах-- ху4хау. 
$ 
4378. ( | х 50$ © -|- усоз В -|- 20$ 45. 
5 А/ = Уе-2 
4379. Сы с0$ а -- 9 оз В-- 2 со у) 4$. 
дх ду д: 
5 
с0$ В 


4380. И о ыы >) 
г Ы 4$. 


4381. Доказать, что если 5 и простая 
поверхность и / — любое постоянное направление, то 


Г [со (п, 14$ =0, 
$ 


о 


где п — внешняя нормаль к поверхности 5. 
4382. Доказать, что объем тела, ограниченного по- 
верхностью $, равен 


У = И ксоза--усоз В -- 2605 1) 4$, 


где с0з а, с0$ В, с0$ ‘у — направляющие косинусы внеш- 
ней нормали к поверхности $. 

4383. Доказать, что объем конуса, ограниченного 
гладкой конической поверхностью Ё (х, и, г) =Ои 
плоскостью Ах -|- Ву -- Сг О = 0, равен 


У=-Е 5, 
3 


где $ — площадь основания ‘конуса, расположенного 
3 данной плоскости, и Н —его высота. 
4384. Найти объем тела, ограниченного поверхностя- 
МИ; 2 = Си 
х=ас0$ ис0$9-- В зп и по, 
у = ас0з и зто—Ь 5 и с05 0, 
а=сзт и. 
4385. Найти объем тела, ограниченного поверхно- 
стью 
х=и5с0$ 9, у=изти 2 = и -- ас09 
(и > 0) 
и плоскостями: х = биг = 0 (а> 0), 
30* 
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4385.1. Найти объем тела, ограниченного тором 


= (6 --ас0$ 4) соз ф, 
у= (5 --ас05 1$) $т ф, | (0<а< 5). 
2=а$п\ф 


4386. Доказать формулу 


Ю , ы 1 4х 4 
(1 лы ея а 
= (а, у, г, 14$ + о Ох ду а 
ауте =В эра ° 
({>0). 


С помощью формулы Остроградского вычислить сле- 
дующие поверхностные интегралы: 
4387. у ау 4г -+ у? 4г ах -- г? ах ау, где 5 — 


внешняя сторона границы куба 0 <х<а, О <зу<а, 
О<=2<а. 

4388. 2 -- 3 4г ах + 23 ах ау, где $ — 
внешняя сторона сферы х? - у? -{ 22 = 223. 

4389. а Я — а +лх агах + 
++ (2 —х + у) 4хау, где $ — внешняя сторона поверх- 
ности 

[ху 2| + у-Ф2-+х| +12—хч+и| = 

4390. Вычислить М (х? соз а- у? соз В - 2* соз у) 4$, 


где $5 — часть конической поверхности х?-Ну? == 2% 
0 << 1) и с0за, со$ В, созу — направляющие 
косинусы внешней нормали к этой ловерхности. 


Указание. Присоединить часть плоскости 2=й, 
А-В 


4391. Доказать а 


41% _ 
=. о п) а$, 


где $ — замкнутая поверхность, ограничивающая объем 
У, п — внешняя нормаль к поверхности $ в текущей 


точке ее (Е, п, [4 г (Е а х)* + (“ те у) Е (С — 2} 
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и а — радиус-вектор, идущий от точки (х, у, 2) к точке 


(Е, м, 5). 


4392. Вычислить интеграл Гаусса 
соз (г, п) 
Их, у, а (45, 


Г 
$ 
где $ — простая замкнутая гладкая поверхность, огра- 
ничивающая объем У, й — внешняя нормаль к поверх- 
ности $5 в точке ее (Ё, т, 5), г — радиус-вектор, соеди- 
няющий точку (х, у, г) с точкой ( 1,5 иг= 


=^/ Е — 2) + — + 6—2). 
Рассмотреть два случая: 
а) когда. поверхность $ не окружает точку (х, и, 2), 
6) когда поверхность $ окружает точку (х, и, 2). 
4393. Доказать, что если 

и ди |, би 


9х? т ду? 02 


Аи == 


и 5 — гладкая поверхность, ограничивающая конечное 
тело У, то справедливы следующие формулы: 


э- оба: о 
°|* = - ГС мы 


-- -„) 4 | и Аи ах ду 4:, 


где и — функция, непрерывная вместе со своими част- 
ными производными до второго порядка включительно 


ди в 
в области У + 5, и т производная по внешней нор- 
оп 


мали к поверхности $. 
4394. Доказать вторую формулу Грина в простпан- 


С 


где объем У ограничен поверхностью $, й — направ- 
ление внешней нормали к поверхности $ и функции 


Аи А 


дп 
й& ® 


деду: = ( =. -во. | 45, 
5 
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и=и (а, у, 2), оо, у, 2) дважды  дифференци- 
руемы в области И -{ $5. 

4395. Функция и=и(х, у, 2), обладающая не- 
прерывными производными до второго порядка включи- 
тельно в некоторой области, называется гармонической 
в этой области, если 

Е ди Е ди 
9х2 ду? 9г2 

Доказать, что если и — гармоническая функция в ко- 
нечной замкнутой области У, ограниченной гладкой 
поверхностью $, то справедливы формулы: 


а) | =. 45 =0; 


= 0. 


9 [СС [у +++ ее 


у 
= || и 45, 


где п — внешняя нормаль к поверхности $. 

Пользуясь формулой 6), доказать, что функция, гар- 
моническая в области И, однозначно определяется сво- 
ими значениями на ее границе $. 

4396. Доказать, что если функция и == и (х, и, 2) — 
гармоническая в конечной замкнутой области У, огра- 
ниченной гладкой поверхностью 5, то 


1 ь 1 д 
а [ен | 45, 
5 


г дп 


где г — радиус-вектор, идущий из внутренней точки 
(х, у, 2) области У в переменную точку (Е, 1, 0) поверх- 
ности $, г = (Е — х) + и ©—2), п— 
вектор внешней нормали к поверхности $ вточке (Е, 1, 0). 

4397. Доказать, что если и == и (х, у, 2) — функция, 
гармоническая внутри сферы 5 радиуса Ю с центром 


В (%, о, 20), тои (хо, У» 20) = | [че у, 2) 45 
$ 


4д В? 


(теорема о среднем). 

4398. Доказать, что функция и = и (х, у, 2), не- 
прерывная в ограниченной замкнутой области И и гармо- 
ническая внутри нее, не может достигать своих наиболь- 
шего и наименьшего значений во внутренней точке обла- 
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сти, если эта функция не является тождественной 
постоянной (принцип максимума). 

4399. Тело У целиком погружено в жидкость. Исходя 
из закона Паскаля, доказать, что выталкивающая сила 
жидкости равна весу жидкости в объеме тела и напра- 
влена вертикально вверх (закон Архимеда). 

4400. Пусть 5$, -— переменная сфера (&— х)? + 
+ п + (—2= и функция} & № 9— 
непрерывна. Доказать, что функция 


и(х, и, 2, 45, 
5: 


удовлетворяет волновому уравнению 


ди д?и д2и 9?и 
дхз т ду + 92 ов 


: [73 
и начальным убловиям: и| =0, -0% 
#=0 9: 


==} (х, и, 2). 
{=0 


ди 
Указоние. Производную а. выразить тройным инте» 


гралом, 
$ 17. Элементы теории поля 


1°. Градиент. Если и (г) == и (х, у, 2), гдег = х -- 
-- у/-|- 2, есть непрерывно дифференцируемое скалярное поле, 
то градиентом его ‘называется вектор 


ди ди ди 
гаи = ——#- —— — 
ь дх т ду т д: 


или, короче, ргайё и=\/и, где У ={ рэ -- и +# 8 . Гра- 
дх ду д: 
диент поля и в данной точке (х, у, 2) направлен по нормали 
к поверхности уровня и(х, у, г) = С; проходящей через эту 
точку. Этот вектор для каждой точки поля по величине 


эеаи- ++) 


и направлению дает наибольшую скорость изменения функция и. 
Производная поля и в некотором направлении $#(с0$ ©, 
с0$ В, соз у} равна: 


0! дх 


2°, Дивергенция поля и ротация (вихрь) 
поля. Если 


а (г) = а, (х, у, 2) ё-Н ау (х, у, 2) Ла. (ху дв 


а ц-2 = -В4 сов о 96. соз В -06 созт, 
ду дг 
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есть непрерывно дифференцируемое векторное поле, то скаляр 
. дах да да, 
Фуа = а = —— -- —=— 
дх з. бу + 92 


называется дивергенцией или расходимостью этого поля. 


Вектор 
1 у |: 
д 0 9 
ое Е 
ах ау а» 


носит название ротации или вихря поля. 

3°. Поток вектора через поверхность. 
Если вектор а (г) порождает векторное поле в области 9, то по- 
током вектора через данную поверхность 5, расположенную 
в ©, в указанную сторону, характеризуемую единичным векто- 
ром нормзли п (с0$ а, с0з В, соз 7), называется интеграл 


и | 2,45 = И (ах с03 @ -- аусоз В -+ а: соз 1) 45, 


где а, = ал — вормальная проекция вектора. Формула Острс- 
градекосо в векторной трактовке принимает вид (а-45 = 


5 
= } [чу аахду а, где 5 есть поверхность, ограничиваю- 
у 


щая объем У, и п — единичный вектор внешней нормали к по- 
верхности $. 

4°. Циркуляция вектора. Линейным интегролем 
от вектора а (г), взятым по некоторой кривой С (работа поля), 
называется число 


18 4г = те —- аду - вгаг. 


Если контур С замкнут, то линейный интеграл называется 
циркуляцией вектора а вдоль контура С. . 
векторной форме формула Стокса имеет вид & ааг == 
с 
= [[ са а). 4$, где С — замкнутый контур, ограничивающий 
5 


поверхность 5, причем направление нормали й к поверхностя 
$ должно быть выбрано так, чтобы для наблюдателя, стоящего на 
поверхности 9, головой по направлению нормали, обход контура 
С совершался против хода часовой стрелки (для правой системы 
координат). 

5°. Потенциальное поле. Векторное поле а (г), 
являющееся градиентом некоторого скзляра #: 


вгай и = а, 


называется потенциальным, а величина и называется потенциа- 
лем поля. 
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Если потенциал и — однозначная функция, то 
О 
в 


В частности, в этом случае циркуляция вектора @ равна нулю. 

Необходимым и достаточным условием потенциальности 
поля а, заданного в поверхностно односвязной области, яв- 
ляется выполнение условия го{ а = 0, т. е. такое поле должно 
быть безвихревым. 


4401. Найти величину и направление градиента поля 
и = х? + 2? -{ 323 + ху - Зх —2у —62 в точках: 
а) О (0, 0, 9); 6) А, 1 Пив) В (2, 0, 1). В какой 
точке градиент поля равен нулю? 

4401.1. Пусть и = ху — 2*. Найти величину и на- 
правление эга4 и в точке М (—9, 12, 10). 


. ди 
Чему равна производная —г В направлении биссек- 


трисы координатного угла хОу? 
4402. В каких точках пространства Охуг градиент 
поля 


и= т — 3х2 
а) перпендикулярен к оси 02; 6) параллелен оси 02; 
в) равен нулю? 
4403. Дано скаляоное поле 


И, 
Е 


г г= д“ а + В: (2—5). В каких 
точках пространства‘ Охуг имеет место равенство 
[та@ и] = 1? 

4404. Построить поверхности уровня скалярного поля 

и= уе (2 8) УИ е—8). 

Найти поверхность уровня, проходящую через точку 
М (9, 12, 38). Чему равен тах и в области х? -- у? + 
| 22 < 36? 

4405. Найти угол ф между градиентами поля 
НЕРВ. ЕЯ 
хз -- у -- 22 
в точках А (1, 2, 2) и В (—3, 1, 0). 

4405. Пусть дано скалярное поле ПЕНН 

А-а 

Построить поверхности уровня и поверхности рав- 

ного модуля градиента поля. 
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Найти И и, зир и, пЁ | гад и|, зир |ста@ и| в обла- 
сти 1<2<2. 

4407. С точностью до бесконечно малых высших по- 
рядков найти расстояние в точке М, (ху, у, 25) между 
двумя бесконечно близкими поверхностями уровня 

и (х, 9, г) =сии(х, ци, 2) =с- 4, 
где и (хо, Ус 29) =с (дгад и (хо, У, 20) = 0). 

4408. Доказать формулы: 

а) сгаа (и -| с) = ргаЧ и (с — постоянно); 

6) вга@ сы = с гад и (с — постоянно); 

в) гад (и. | о) = вгад и -{ втад о; 

г) гад ис = и ртад и - и стад о; 

д) вгад (и?) = 2и ргай и; 

е) вгаа | (и) = [ (и) втад ы. 


4409. Вычислить: а) бгад г; 6) вгад г?; в) ргаа —, 
где г=яф и] --2й. 


4410. Найти гад } (г), где г = ^/х? Е у? - 22. 

4411. Найти вга@ (сг), где с псстоянный вектор и 
г — радиус-вектор из начала координат. 

4412. Найти гад {сх г!?} (с — постоянный век- 
тор). 

4413. Доказать формулу вга4 | (и, и) = 2 втад и + 


+ згад о. 
[2 
4414. Доказать формулу “У * (из) = и\/’*о -- оууйц 
-- 2 их в, где 
д ‚д д 
а Чат а 
02 0? СЫ 
дх? 7 ду? д‘ 

4415. Доказать, что если функция и=и(х, 5, 2) 
дифференцируема в выпуклой области © и | вга@ и| < М, 
где М — постоянная, то для любых точек Д, В из @ 
имеем: 


$* = У = 


ри (А) — и (В)} < Мр (А, В), 


тде о (А, В) — расстояние между точками А и В. 

4415.1. Для функции и=и(х, у, 2) выразить 
Бга4 и: а) в цилиндрических координатах; 6) в сфериче- 
ских координатах. 
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4416. Найти производную поля и = о 
[1% 5 с 

в данной точке М (х, у, 2) в налоавлении радиуса-век- 
тора г этой точки. 

В каком случае эта прензводвая будет равна велн- 
чине градиенте.? 

4417. Найти производпую поля и = ШГ, где г = 
== 4/х? + у? - 22, в направлении Исо$ @, с0$ [}, с0$ 1}. 

В каком случае эта производная равиа нулю? 

4418. Найти произвсдную поля и = и (х, у, 2) в на- 
правлении градиента поля и = у (х, у, 2). 

В каком случае эта производная будет равна кулю? 

4419. Напис:ль в ортах векторное поле а =сх 
ХХ 5та4 и, если 


и =аг и — не=ё--] +. 


жи 
4420. Определить силовые лнкии векторного поля 


а = ху -- 22. 


4421. Доказать непосредственным вычислением, что 
дивергенция вектора @ не зависит от выбора прямо- 
угольной координатной системы. 

4422. Доказать, что Чу а(М) = Цт а! а, 8$, 

41$) У ‘5$ 
где 5 — замкнутая поверхность, окружающая тозку М 
и ограничивающая объем У, п — внешняя нормаль к по- 
верхности 5, а (5) — диаметр поверхности $. 


р — 1х -- ли -1- №2 
4422.{. Найти дивергенцию поля а 


е-у 
в точке М (3, 4, 5). Чему приближенно ыы поток П 
вектора а через бесконечно. малую сферу (х — 3) + 
-Е (и — 4): -- (2—5) = #27? 

4423. Найти 


? 1 в 
а 
9х ду д2 |" 


о, 0, 


4423. Доказать, что а) у (@-г 6) = муа- ах 5; 
6) 41% (ис) == с 4гад и (с — постоянный вектор, и —&ка- 
ляр); в) Фу ша) = и Чу а -г а эгад и, 

4425. Найти ФУ (егаф и). 
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4426. Наити 91% [вгач } (г)], где г = Уфу 2 
В каком случае @1у (егаа } (г)] = 0? 

4427. Вычислить: а) Шуг; 6) Шу г/. 

4428. Вычислить Фу | (+) с], где с — постоянный 
вектор. 

4429. Найти 91 [{ (г) г]. В каком случае диверген- 
ция этого вектора равна нулю? 

4430. Найти: а) @1У (и этаа и); 6) 81% (и вгад и). 

4431. Жидкость, заполняющая пространство, вра- 
щается вокруг оси О: против часовой стрелки с постоян- 
ной угловой скоростью ®. Найти дивергенцию вектора 
скорости ® и вектора ускорения ш в точке М (х, и, :) 
простэанства в данный момент времени. 

4432. Найти дивергенцию гравитационного силового 
поля, создаваемого конечной системой притягивающих 
центров. 

4433. Найти выражение дивергенции плоского век- 
тора а =а (", Ф) в полярных координатах г и $. 

4434. Выразить Шу а (х, у, 2) в ортогональных кри- 
волинеиных координатах и, и, в, если х = |(и, ч, и), 
у=е(и, о, в), = ци, 9, и). Как частный случай 
получить выражение Шу а в цилиндрических и сфериче- 
ских координатах. 

Указание. Рассмотреть поток вектора а через беско- 


нечно малый параллелепипед, ограниченный поверхностями 
# — сопх, и = соп$, и == сой$. 


4435. Доказать, что: а} гой (а + 6) = га - го 
6) гот (на; = и го{ а - гад (и Х а). 

4436. Найти: а) го г; 6) гой { (г) г]. 

4436.1. Найти величину и направление го{ а в точке 


М (1, 2, —2), ели ‘а=- А ув, 
2 х у 


4437. Найти: а) го! с} (г); 6) го! [сх [ (г) г] (с -— 
постоянный вектор). 

4438. Доказать, что у (а х 65) = вто а —а го в. 

4439. Найти: а) го! (вгад и); 6) Чу (го{ а). 

4449. Жидкость, заполняющая пространство, вра- 
щцается вокруг оси { {с0$ ©, с0$ В, с0$ $} с постоянной 
угловой скоростью ®. Найти ротацию вектора линейной 
скорости © в точке пространства М (х, у, г) в данный 
момент времени. 

4440.1. Найти выражение ротации плоского вектора 
а — а (., Ф) в полярных координатах г и $. 
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4440.2. Выразить го{ а (х, у, 2) а) в цилиндриче- 
ских координатах; 6) в сферических координатах. 

4441. Найти поток вектора г: 

а) через боковую поверхность конуса х? -+- у? < 23 
(0 <2<1)}; 

6) через основание этого конуса. 

4442. Найти поток вектора а = #2 + }хг - Ёху: а) че- 
рез боковую поверхность цилиндра х? -{ у? < а? (0 <2< 
<); 6) через полную поверхность этого цилиндра. 

4443. Найти поток радиуса-вектора Г через поверх- 
ность 2 = | —4/х? + у? (0<2< |). 

4444. Найти поток вектора & = х27 - у] +2? через 
положительный октант сферы х? -{- у? -- 2? = |, хр 0, 
у>20, 2 > 0. 

4445. Найти поток вектора а = у - 2] -- хЁ через 
полную поверхность пирамиды, ограниченной плоско- 
стями х = 0, у= 0, 2= 0, хНу-+ 2=а(а> 0). 

Проверить результат, применяя формулу Остроград- 
ского. 

4445.1. Найти поток вектора @ == х3? - уз] -- 238 
через сферу х* - и? -+ 2? = х. 

4446. Доказать, что поток вектора @ через поверх- 
ность 5, заданную уравнением Г == л (и, 9) ((и, 9) Е 9), 


равен , а 
| { а,4$ == }\ ( а-^ =) ди ао, 


где а. = ай и п — единичный вектор нормали к по- 
верхности 5. 

4447. Найти поток вектора а = тг/’З (т— постоян- 
ная) через замкнутую поверхность $, окружающую на- 
чало координат. 


4448. Найти поток вектора а (г) = 2 атад (- =. ). 
1=1 


41“ 


где ег — постоянные и г; — расстояния точек М; (источ- 
ники) от переменной точки М (г), через замкнутую по- 
верхность $, окружающую точки М; (Е = 1, 2,..., п). 


4449. Доказать, что | | == 4$ = ( № Уи ах 4у а, 
$ у 


где поверхность $ ограничивает тело У. 
4450. Количество тепла, протекающее ‘в поле темпе- 
ратуры и за единицу времени через элемент поверхности 
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4$, равно 4 = —п ста и 45, где Е — коэффициент 
внутренней теплопроводности и ий — единичный вектор 
нормали к поверхности $. Определить количество тепла, 
накопленное телом У за единицу времени. Используя 
скорость повышения температуры, вывести уравнение, 
которому удовлетворяет температура тела (уравнение 
теплопроводности). 

4451. Находящаяся в движении несжимаемая жид- 
кость заполняет объем У. Предполагая, что в области И 
отсутствуют источники и стоки, вывести уравнение нераз- 
рывности. 


9 д Ее 
т + 9% (рэ) =0, 


где р = р (х, и, 2) — плотность жидкости, о — вектор 
скорости, Е — время 


Указание. Рассмотреть поток жидкости через произ- 
вольный объем 6, содержащийся в У. 


4452. Найти работу вектора @ == вдоль отрезка вин“ 
товОй ЛИНИИ Г == # с0$ Ё -- Ла чт Е -- ЕЁЁ (0.-< ё <2м). 


4452.1. Найти работу поля аа] 


вдоль прямолинейного отрезка, соединяющего точки 
М (1,1 Пи М (2, 4, 8). 

4452.2. Найти работу поля а = 1? - фег—* + 
-- Вехи вдоль прямолинейного отрезка между точками 
О (0, 0, 0) и М (1, 3, 5). 

4452.3. Найти работу поля а== (у-+ 2) #-+ (2- ху -- 
+ (у) Е вдоль кратчайшей дуги болышого круга 
сферы х? -+ у? -+ 22 == 25, соединяющей точки М (3, 4, 0) 
н М (0, 0, 5). 

4453. Найти работу вектора а = { (г) г, где { — не- 
прерывная функция, вдоль дуги АВ. 

4454. Найти циркуляцию вектора а = —й + ху 
{+ сЁ (с — постоянная): а) вдоль окружности х* -|- у? == 
=], 2= 0; 6) вдоль окружности (х — 2)? -{ у? == |, 
2 = 0. 

4455. Найти циркуляцию Г вектора а = 


= гад (а гс “) вдоль контура С в двух случаях: а) С не 
окружает ось 02; 6) С окружает ось 0г. 
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4455.1. Дано векторное поле 


а р 1-+Ахи Е. 
^: ^/: 
Вычислив го а в точке М (1, 1, 1), приближенно 
найти циркуляцию Г поля вдоль бесконечно малой ок- 
ружности 


(— Пиф @—1=2, 
(х— 1) с05 а + (у—1) соз В-| (2—1) с0$ у= 0, 
где со5? а -- с05? В -- с0$? у = 1. 


4456. Плоский установившийся поток жидкости ха- 
рактеризуется вектором скорости 


ш = и (х, У Е-о(х, у). 


Определить: 1) количество жидкости @, протекающее че- 
рез замкнутый контур С, ограничивающий область $ 
(расход жидкости); 2) циркуляцию Г вектора скорости 
вдоль контура С. Каким уравнениям удовлетворяют 
функции ии 9, если жидкость несжимаема и поток без- 
вихревой? 

4457. Показать, что поле 


= уг (2х Ниуе ха (х + + д] 
ху ув 


— потенциальное и найти потенциал этого поля, 
4457.1. Убедившись в потенциальности поля 


2 х х 
ей 
(иг)? (у- 2)? (и-+ 2)? 
найти работу ПОЛЯ ВДОЛЬ пути, соединяющего в положи- 


тельном октанте точки М (1, 1, 3) и М (2, 4, 5). 
4458. Найти потенциал гравитационного поля 


а 


а=—-"“ г, 
г3 
создаваемого массой т, помещенной в начале координат. 
4459. Найти потенциал гравитационного поля, со- 
здаваемого системой масс ми (& = 1, 2, ..., п), поме- 
щенных в точках М; (1 = 1,2,..., п). 
4460. Доказать, что поле @а = | (‚) г, где {| (’) — од- 
нозначная непрерывная функция, является потенциаль- 
ным. Найти потенциал этого поля. 


ОТВЕТЫ 


ЧАСТЬ 1 
ОТДЕЛ 1 
18. 0; 1. 17, — М2; 2.22. —1,01< х<—0,99. 23. х< 


<—8 х—12. 24. ‚<=. 25. 0<=<-. 26. 1х|<6. 


п, вы, в их, 8-0 «< 


10 
<=, о кк у. 31. Второе. 


82. Два знака. 33. Не превышает 0,41 %, 34. 9,9102 см? З 
<$< 10,0902 смз; 40,0902 смз; 8 < 0,91%, 35. 3,93 гс/смз-ь 
ЕЕ 0,27 гс/см; 6<7,3 %. 36. 6 = 3,05 %. 37. 172,480 мз < 
< о < 213,642 м; о= 192,660 м? -> 20,982 мз; 6 я 12 \. 


88. ^ < 0,17 мм. 39. А < 0,0005 м.42, ам>-—; 6 мМ> д/з; 


Ре 
1:2 


160,999 
; в) М 10%, 48.0. 47. 0. 48.0. 49. №, 
182 3 


в Ро 1. 5-1, 53 -=. 54. =. 55, 3, 


1—а 2 2 


М> 1+ 0 мы = 2330 1е->. 43. а) М>Е; 
е 


152 


58. 1. 57. 2. 67. а) второе; а) первое; в) второе. 72. е же 
= 2,71828... 92. Равен |, если а520 в принадлежит [— Ь 


1], или не существует, если а=0. 96. хз = '-. 97, хуоо = 


=, 98 хо 1000 =2,49.1042, 99. хачдьяв — 100, 
20 1000 


100. хи 20. 101.0 Б НЕ 104. -3-—; 5—2 2, 


12. —1; 1; 0:1. 103. 0;%0;2, 104. -46 246, 
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105. —— 1 СЕ. }. 100. —0; 0: —с: +. 

107. —-ю<; —{ 0; —с. 108. 0; + ю; 0; ®. 109. —э; 
1 


-|- со; — со; -- ®. 110. —5; 1,25; $0. ИНЬ БЕ. 1. 


=): е--1. 13, 01. 14.1; 2. 15. 0; 

2 

1. 116. 0; 1. 117. 1 ие к зе 0% 118.Все вещесть 
2’ 3 


112. = -- 


венные числа, заключенные между Ои 1, включая последние. 
119. 1, 5. 120. а. 127. а) расходится, 6) может как сходить- 
ся, так и расходиться. 128. а) нельзя; 6) нельзя. 129. Нет. 


130. Нет. 144. 2) 0; 6)0. 147. ш2. 148. —-@+ 25). 151. < 


<< +, х—1. 152. -ю<х<— 43 в 0<х< УЗ. 
153. 15 х<Ь 154. а) |х|> 2; 6) хр>2. 155. ак < 


5-13 % (= 0,12...) 156. и < <^/— а 

о и Е д 
| 

т а": и а Е 


=0, 12,...). 168. х>0, хилиеь о, ...). 159. < 


<х<1. 160. [х— щ<- (= 0, + +2 ...). 


161. 10@А-Млул < х < 10 дя (2—0, 51, +2,...). 162. ха 
== — |1, —2, — 3 „.. И хХ20. 163. х<40, хе —п(п= р, 
2 ...). 164. 15152. 16. „=, 1, _, о. 


165.1. х>4. 165.2, т <х< ш+- О, +Ь...). 


165.3. о < и км. 166. —15х=2; 08 
1 л 5х 
<<! -—-. 167. %л а = ты =0, 1, 


52, ..,.); — оу 3. 168. —ю<х< +; оу 


д. 169. | об уе. Но ем 
< <х< 5 <<- т. 


31 —2383 
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где р и д— целые числа; у = 51. 171. в=15+-2(!---) х 


© < #< 8); $ы(:--) ©<х<Я. 112. аъ 


= ^/100 — 96 созх (0<х<л), $ =24щтх (0<х<5л). 173. $= 


в а—ь а—6 
хз, если О«х 9 (х— 
= аль рии. ( 4 ), 
= — х? 
если -“ ы <х< сан. яя [1 с Е: |, 
2 2 2 а—в 
афь 
если р <х«а. 114; т (х)=0, если —ю <х5< 0; т (х)= 


=02х, если 0<х=1 т(х)=08, если 19х52 т (х) =3, 
если 2<х<3; т (х) =4, если 3<х< +. 178. Ву = {0 < 
<у,<4}. 119. Е, =(<у<3}. 180. Еу={(0<у<!). 
181. Бу = (11| < -Р оо}. 182. Еуж (1 <у<2}. 18. а< 
<«у< при а. н 6 <у«<а при а>. 184. 1<у< + ®. 


185. 0>у> —< и + >у5>1. 186. о<и<-. 187. ++ > 


>у> —<. 188. << и 5 <у<3. 189. 0; 0; 0; 0; 
24. 190.0; —6; 4. 19. БЕБЕ2. 192. -—10;124. 


1-х —х 2 х—! 1-х 

193. в —— ——, И ` 
1—х 2-х 1-х х-! 1-х 

194. а) [(х) =0, если х= — х=б0их=К [() > 0, если 


Шо << —1и0<х<ь [< 0, если —1<х<0и1< 
<х<--в; 6)[(9 =0, если х= =; #(<)>0, если 


1 1 1 
< ищо ь 
2-1 2 2-1 2-2 | 


| 1 | 
2,...); х) < 0, если ————<х и —-—< 
19) а <*< жи > 


(Е =0, 1,2,...); в) [(х) =0, если хз0би 


1 
2-1 
х=1; [(х)>0, если б<х<в [НК 0, если 1<х< о. 


ай —1 7 
195. а) аа 6) 2х-- В; в) Е. 197. а 


< 


—_. Ро. о оаеы т : 
Го=5; ТФ. 198 феоя-яфь 


2 зюбо М. аа С: 
КО; 09 -2-р, № и -я 
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—— х4-2. 200. (<) = 10--5.2. 203. а) 24л ах ль 


Ел (= 0, ЖЬ +2,...). 6) 1<х<6 в) #0, хз 
Е = 010, ...). 205. а) 2=х--у; 6) 2= — АЙ 


х--у 

и па= -^ ТУ, 20 990) 54% 
1 — ху 1-х 

$ ($ (2) =27; Ф{ф()) = 29; $ (®Ф()) =. 27. $(Ф(5)) = 
== пл; ф (р (х)) = х(х520); $Ф($(>)) = (ф()) = зп х (х 58 

520). 208. Фф(Ф(х)) = ф (<); — $(ФС()) =9() —$4Ф(<)) = 


=) = 0. 209. —-1®, хо, хз). 20. ВФ 
х 


’ 


8) 2г= 


=, 21. 56, 210. и—2(1>2-). 
А-а ё 1 
3. ПЕУНЯ 234. м9 = (= ). 221. 2) Воз- 
} ы —- 
х 


растает при а>>0 и убывает при а<40; 6) при а$>0 убывает 
|: интервале —, ->)* возрастает в интервале (-> +=); 
2а 2а 
в) возрастает, г) при 4 — &Р>0 возрастает в интервалая 
(-=. -=) и (-—=, +); 1) возрастает при а>>1 
с с 


и убывает при 0<Ча<1. 222. Можно, если основание лога 


рифмов больше 1. 224. -# — (— © <у< о). 225. а) —^/у 
0<у<- о); 6) Му 0<у<- 0). 226. = и=—1. 


297. а) — Ми: (0<у<1); 6) УГ и 0<у<)). 228. Аг у= 
= (4 УТИ) (— © <у< +0). 229. Айуы 
= НЕ (—1<<1. 230. х==у если — © у 
—# 
х=Ау, если 1 зу< 16; х=108, у, если 16<у< - о. 
231. а) Нечетная; 6) четная: в) четная; г) нечетная; д) нечет“ 
ная. 233. а) Периодическая, ‚7 = 2л/\; 6) периодическая, 
Т = 24, в) периодическая, Т == бл; г) периодическая, Т == д} 
д) непериодическая; е) периодическая, -Т == л; ж) непериоди- 


ческая; 3) непериодическая. 241. {= '-.- с, Хе —3-- м. 


—_ 5 
243. Е НИЙ 244. а. 
2 4а 


36 000 * 
31* 
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9 км; 36 км. 251. ао. =. 250. => 
5 
>0). 263. #=—, ты, СИ и 
и ы ет а 


—а6), и. 264. = . 287. А = аа М; Япхо= 
1 


а [и . л 
ига. Е РВ 356. у= 2 пох, если с 
и у = (— 1)\, вели ох в < 0 Е, 2, ...). 


357. а) у-течы: 6) и в) уж х*, если хх 0; у= (0% 


если х<0; г) у=х, если х<0; у= х% если х>0. 358. а) у= 
=1; бу=уь, если 1 <|х|< 4/3; у=0, если |х| < 1 или 
1х1 >> №3; в) у=Ь если |х| < 1; у=2, если |х| > В; г) у= 
== —, если [х|>2; у=2— (2 — х?)?, если |х| 2. 359. При х< 
< 0 имеем: а) 1) [(х) = 1-х, 2) [= — (1-3); 6) 1 = 
= 2х, 2) (де; в Пе -х, 2) [= 
=— МХ; 00 Е) = — па, 2 [я =зтдя д 0 = 
=е*, 2) [(х) = —е*; е) 0 [Сб = Ш(—х), 2 [®= 


Ь 1 р—а 
= — п (— 4). 360. а) х==— —; 6) х= —: в) х= ы 
п (— ) а) 5} ) РИ ) ей 
Г) хе йл (#=0, +1 +2, ...). 361. а) (ж аж -+ 5), где ю— 
а а [2 
— произвольно; 6} (---. =): в) (хо, Ио), где хо = — —- 
[7 с За 


ни = 025+ 50+ ск --4; г) (2,0); д) (2,1). 372. Корни: 
— 1,88; 0,35; 1,53. 373. 2,0; — 0,25; —1,86. 374. 0,25; 
1,49. 375. 0,64. 376. 1,37; 10. 377. —0,54. 378. 0; 4,49. 
379. 1 = — 0,57, и — 126; х,= — 0,42, у; = 1,19; ху = 
=: 0,45. уз = 0,74; хз = 0,54, уз = — 0,68. 380. х, = — 1,30, 
ул == 9,91; х. == 2,30, у; = 9,73; хз=» — 0,62, уз — 9,98; ха = 
= 1,62, ул= — 9,87. 882. а) Вообще говоря, нет; 6) да. 
$85. Ограничена сверху и неограничена снизу. 387. } (а) и (5). 
388. 0; 25. 389.0; 1. 390. 0; 1. 391.2; {+ о, 392. 1; 


1. 30. —4/2; 4/2. 394. ; 4. 385. 40,1; 00:2. 
396. 0; 1. 397. а) 8& 6) 0,8; в) 0,08; г) 0,008. 398. а) п; 
бл жмол 410 — в) . 412. 6. 413. 10. 


: а _ пи 
414. лам). 415. 5% 46. (5) 4.1 
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1 1 1 1 
4 м 419. —. 420. 1. 421. —. 422. —. 
йе. 2 4 3 


0 
423. (2)*. 424. и 4241. 2. 425. т. 
ь 24 п 


426. 1 дл-а, 427. пежо. 428. ПТ. 429. х- 
2 2 2 
а а? 1 

р 430. ме. 431. 1. 432. т 433. 3 
434. ие з 435. 1. 436. Е 437. ——. 438. —2. 439, 1 
з 2 З 24 

440. 1. 44. о. 440. 2, 443. 2 44 
16 144 4 5 п 

445. —2. 448. 1. 447. -2_, 448. 9. 449.4. 
4 27 2 27 

450. -_. 451. — 1. 452. ® В, 453. @ 1 В 
36 т п т п 

455. -"_. 4551. 1. 466. 1. 457, (а РЬ. 458. 1. 
т 2 п! 2 2 


459. — 1 460.1. 461. 2. 462.2. 463. —°. 464 — 1. 
4 З 3 4 


465. (ар а.--...-Раи). 466. 2". 487, 2п. 468, Ито = 
п 0—0 
==, т, 469. а=1, 6 = —1. 470. иЕзЕ вы 


а-+0 


г ==, 2). 411. 5. 412.0. 413. (— пт 
п 


474. 1. 4741.1. 474.2. №. 475. 2. 416.0. 477. 4 
2 3 2 
1 1 2 : 
478. —. 419. —. 480. —, 482. сова. 4883. —зта 
р 2 л 
484. зеста (= оно, в=0, +1, ни 485. ——1 
2 1? а 
(а-- Ёп, где А — целое). 486. ыы пог @* +0, где 


с05 а 


& — целое). 487. — (аэЕвл, где а. 488. — пт а. 
2а 


489. — соза. 490. тва не (8 а 5 (2Е-- 1) >, где в — целое). 
с053 а 


491. 25054 (иди, где в — целое). 492. -Э зт2а. 403. —8 
53а 2 
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494. 14. — 495. 1.48 —2 497. 908. 


Аз. с05* а 


(тои, где &— целое). 498. >. 499. —-. 


500. -—. 501. —=. 502. ^/2. 503.0. 504.3. 505. 0. 


3 


506. а) —:; 6) ^/*: в) 1. 507. 0. 508. 0. 509.0. 510. 0. 


511. 1. 512. ез. 513. 1. 514. е*. 515. 224. 516. 0, если а: < аз 
- в, если аа >а; ей-— ва, если аа = а». 517. е. 518. г". 
519. 1. 519.1. М. 520. е° 4 (азёкл — целое). 521. е?. 


522. е-*. 523, 1. 524. г”. 525. е. 526. 527. ех+1. 


[2 


528. е`х/з. 529. 1. 530. 1. 531. Е 532. 0. 533. 534. —2. 


а 


5 

* р. 
635. 3 536. —_. 537. — 96° 638, 2“ 539, (--) , 
2 2 ха ь Ь 


540. 0. 540.1. п. 541. па. 542. 20 ш-®. 543. аб п еа. 544. её. 
е 


545. 2. 545.1. еёз-ой. 545.2. в 545.3. —2. 546. 22. 
Е] 


547. 1. 548. о 549. аб па. 550. ах ша. 551. е-(1+), 


552. шх. 553. шх 554. УЪ. 555. ^/а6. 556. Уа. 
—1 
557. (ах Бсеуачьчно. 558. —^_. 589. (= *) . 560. 29 па. 


а 


аб 
561. а) 0; 6) Ш 562. |118. 563. — ш2. 566. а) и 6) ть 
12 2 2 


567. 1.568. 0. 569. паз, 5т.-_. 57. -. 572. —9. 513. е*. 


574. ет. 515. РВ 516. по -ь;в а. 5161. -2_. 
а 2 9 
ор 
57. 258 -1. 511.1. а) сва: 6 па. 517.2. —1. 518, ш2. 
р. 


579. 1. 580. ем’. 581. ->. 582. : 583. —П. 


584. Зо 585 №. 586.2. 587. ^_. 588. —. 


4 1+2 ж--1 2 
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589. 1. 590. ел. 591.0. 592.0. 593. а) Ро; 6) _ . 
ры 
596. а) 1; 6) 0. 597. а) 0; 6) 1. 600. 2; 1:2. 601. 0; (—1)"-“ 
(—1)”. 602.0. 603. 1. 604. 0. 605. 1. 606. 0. 613. 6) у=|, 
если |х| < у=0, если |х|=21. 614. 6) у=0, если 0 <х< Е 


Г л 
594. а) —1; 6) 1. 594.1. п—_. 595. а) — 
а? 2 


„=, если х= 1; у=1, если 1<х<4 -- с. 615. у= — № 


если 0<|х| < у=0, если |х|= 1 уж, если |х|7>1. 
616. у=|х]. 617. у=1, если Озх< ЕК у=х, ели х>1. 


2 
618. у= 1, если Ох Пу «5х, если 1 <х< 2; и= 


‚если 
х>2. 619. у 0, если 0<х<2; у=2 42, если х= 2; у= ха, 
если х>2. 620. 6) у=0, если хз (28 -- 9; у=1, если 
х- +0, = 11+2;...). 621. у 12, если 0 < 
<х<2; у= шх, если х>> 2. 622. у» 0, ели —1<х< 1; у= 
=> @&—1, если х> 1. 623. у= |, если 3—1; у= ем, 


если х> —1. 624. ух при х<0; => при х=0; у=1 


при х> 0. 625. №. 625.1. АХ при ОЗх<Ти 44—14“ 
< х<54-+ 1 а 4—3 << 4—2 и4—2<х< 4 
—1; у=-- (М+я) при х=2#—1 (Е =1, 2, 3,...). 825.2. у= 
= 0, если х— рационально; у = х, если х — иррационально. 
625.3. Контур квадрата тах (|х|, |и|}==1. 627. а) х=1; х=— 2, 


у=х—1; б4==+- при >, у=—х—-> при х-— 
— — <; уу ух при х-> 5 о, у 0 при = 


— — с; д) у=0 при х—— ©, у=х при х>-- с; е) у 


Не, Чо. 9 
2 —х х 6 


633. >. 634. — па. 635. ]/Р. 636. его". 637. ги р 


рн 5 — 
--УТЕ а). 637.1. >. 67.2. — Р, 637.3. = 
—“ 
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638, Л х—1. 639. 1—- МТ. 641. а) 2; 6) +; в) 0; 
г) 1; д) 2; е) 1; ж) 2581. 643. а) 1= —1, 52; 6) 1 —2, 
1=2; в) {=2, Б==е. 644. а) 1= —\ [= 6)1=50, = 


= + ©; в) =>, =; Г) 1=0, = - с. 645, а) Пер» 
вого порядка; 6) второго; в) первого; г) третьего; д) третьего} 


хз 
г) 5 655. а) 3 («—103 


ь 2 
е) третьего. 653. а) 2х; 6) х; 9; 


6 9. в) х—1 9е(х—1); Юх-—1. 656. а) 
Уз 
1 \з Тит 
22; в) 2; п ав. 657. а) (--): 6) -: (--) ; 
х 2 &х 
1 


СОЭ). ма +) 
ыы 2 1 1 1/3 1 1 
9 (= ) а) ЕЕ 


—х 
т 663. а) 9,95 <х_< 10,05; 6) 9,995 <х_< 10,005; 


д) 1 
р 


в) 9,9995 < х<410,0005; г) 100 — <х< 1-е. 664. да 


а: а) д<<3,7 мм; 6) А<0,37 мм; в) 40,037 мм, 
665. 100 [1 — 10-М+0р < х < 100 [1 + 10-4]; а) 81 <х< 121; 
6) 98,01 <х< 102,01; в) 99,8001 <х < 100,2001; г) 99,980001< 

0 _ 
1+ ео 
= 0,0012; а) [6 = 10—5; 6) бя 10-7; в) вю 10-9. Нельзя. 


<< <3100,020001. 666. 6-ти (--, '). 667. &— 


669. а) Нельзя; 6) можно. 671. Нет; ограниченность в точке 

Хо. [672. Нет; если функция {(х) определена в конечном про- 

межутке (а, 65), то эти неравенства выполнены всегда; если 

по меньшей мере а или В равно символу с, то Ит | (х)| = 
хо 


= -- <. 673. Нет; однозначность и непрерывность обратной 
функции. 675, Непрерывна. 676. Непрерывна, если А = 4, 
в разрывна при х == 2, если А 524. 677. Разрывна при х= 
= —1. 678. а) Непрерывна; 6} разрывна при х= 0. 
679. Разрывна при х == 0. 680. Непрерывна. 681. Непрерывна, 
682. Разрывна при х = 1, 683. Непрерывна при а = 0 и раз- 
рывна при а -—0. 684. Разрывна при х == 0. 685. Разрывна 
при х = # (Ё — целое). 686. Разрывна при х == # (= 1, 
2, ...). 687, х = —1 — точка бесконечного разрыва, 688. х = 
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== —] — устранимая точка разрыва. 689. х= —2их= | — 
точки бесконечного разрыва. 690. х = бих= | — устранимые 
точки разрыва; х= —1 — точка бесконечного разрыва. 
691. х= 0 — устранимая точка разрыва; х== Ки (& = Е Ь 
=2,...) — точки бесконечного разрыва. 692. х= 2 — 
устранимые точки разрыва. 693. х = 0 — точка разрыва 2-0 


рода. 694. „=-- (= -2,...) — точки разрыва 1-го 


рода; х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 695. х = Обих= 
2 

2-1! 
696. х = 0 — точка разрыва 1-го рода. 697. х = 0 — устрани- 
мая точка разрыва. 698. х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 
699. х = 0 — устранимая точка разрыва; х = | — точка беско- 
нечного разрыва. 700, х == 0 -— точка бесконечного разрыва} 
х = | — точка разрыва 2-го рода. 701. х= Ал (1 =0, + Ь 
2, ...) — точки разрыва 1-го рода. 702. х == # (Ё = 0, = 1, 
2, ...) — точки разрыва 1-го рода. 703. х == А (Ё = ЕЁ, 
2, ...) — точки разрыва 1-го рода. 704. Функция непре- 
рывна. 705. х = +4/л (п=1, 2, ...) — точки разрыва 1-го 


(#=0, 1, ‚,,.) — устранимые точки разрыва. 


рода. 706. х = -- (= Ь +2,,..) — точки разрыва 1-го 
рода; х == 0 — точка бесконечного разрыва. 707. х = --@ = 


= 5+1, 2, ...) — точки разрыва 1-го рода; х == 0 — устра- 

нимая точка разрыва. 708. х = еее (#=0, 31, =2,...)— 
(2-1 х 

— точки разрыва 1-го рода; х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 

1 


(А =1, 2,...) — точки раз- 


АЕ 
рыва 1-го рода, х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 710. х = 


1 
709. т х== 


=-- (= Ь =2,...) — точки бесконечного разрыва; х = 


2 
= 0 — точка разрыва 2-го рода. 71. ия (Е =0, 
1 =2,...) — точки бесконечного разрыва; х == 0 — точка 
разрыва 2-го рода. 712. х= + п (п=1,2,...) — точки 
разрыва 1-го рода. 713. х = 0, х= | и х= 2 — точки разрыва 
1-го рода. 714. х = дл (ЕЁ = 0, 1, -2,...) — точки бес- 
конечного разрыва. 715. х= + Мл (#=0,1,2,...) — 
точки бесконечного разрыва, 718, х= р и х = $3 — точки 
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бесконечного разрыва. 717. х== 0 — точка разрыва 2-го рода. 
718. х= 0 — устраннмая точка разрыва, 719. х = 
точки разрыва 1-го рода. 720. у = 1, если Озх< |; у= 
--, если х = 1; у=0, если х> Г х= 1 — точка раз- 


рыва 1-го рода. 721. у == 361 х; х == 0 — точка разрыва 1-го 
рода. 722. у = 1, если |х| < ПЦу= 422, если |х|>1. Функ- 
ция непрерывна. 723. у = 0, если х 6 Ал; у = |, если х = 
== вп (4 = 0, 1-2, ...); х= АП — точки разрыва 1-го 


рода. 724, у == х, если |х — вп <; и->, если х = 


6 
ие у = 0, если пя < (ЕЁ =0, 


1, ...); х= Ад + -в-— точки разрыва 1-го рода, 725. у= 
=>» если <<; и» если Ал -! 
+ << мя; у = 0, если х=м+- (Е =0, 


Е...) х= [т — точки разрыва 1-го рода, 726. у=я 


при х = 0; у= <? при х> 0. Функция непрерывна. 727. у= 
=0 при х<0иу = хпри х> 0. Функция непрерывна. 


728. у= — (1+ х) прих<0; у= 0 при х= 0 и у=1- 
-х при х>0; х=0 — точка разрыва 1-го рода. 
729. Нет. 730. а=1. 731. а) Функция непре- 
рывна; 6) х = —1 — точка разрыва 1-го рода; в) х= —1 — 


точка разрыва 1-го рода; г) х= № (В =0, №, 2, ...) — 
точки бесконечного разрыва; д) х5-Ё (Е =0, +1, =2,...) 


— точки разрыва 2-го рода. 732. 4= —х при -— © <х< 0; 
3 
4=0 приб<зхзЕ а=х-—1 при 1455 а=2—х 
3 
при © <#<4 4= 0 при 2<х<3; а=х-—3 при 
з 
3$ <х< -ео. Функция — непрерывна. 733. $ == Зу — о 


1 5 
при О <у= 1; а при 1<иу<?; Е --у пра 


11 
2<у<3; $ = —5 при 3<у< - ©; функция — непрерывна, 


ф=3— у при О<у< 1; В=2 при 1<у<2; 6=1 при 2<« 
<у<3; 6 =0 при 3<у< -- ©; х=?и х=3-— точки раз- 
рыва 1-го рода. 735. Разрывна при х 520 и непрерывна при 
х = 0, 737. Разрывна при всех отрицательных значениях и 
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положительных рациональных значениях аргумента. 738. 
Е (0) = 0,5. 740. а) ‚5; 6) 2; в) 0; дед) 0; е) 1; ж 0. 841. 
2) Да; 6) нет. 742. а) Нет; 6) нет. 743. Нет. Пример: } (х) = 


= |, если х — рационально, и {[ (х) = —1, если х — ирраци- 
онально. 744. а) {. (& (х)) непрерывна, & (1 (<) разрывна прн х==0; 
6) [ (в (х)) разрывна при х = —1, х = Оих = 1, 9 ($ (2)) =0 


непрерывна; 3) | ы ив ([ (<)) о нааы. 745, [(Ф (2)) =х. 

759. х= в и $; @а--4=0. 760. х=зу—Ё, если №3 

Зу<2Е-!1 (2 =0, жЬ +2...). 764. [(<))=х, 

767. х= —4/у (0<у<ч +0); хе 0<у< +). 

768. хе 1 Ти, (<уж 1); + =14 УТ-у (—®< 
де — ий 

О А а 


рый у 
АУТ 


5 


<|91< 1. 770. х=(—1) агсут у -Ь 


у 
НАЛ (2 =0, 1 +2...) (-1<у<1. 776 х=2л + 
5 агссо$ у ( =0, 1, +2...) (—1<3у5<1). 772. х= 
== ага ул (0, 1 +2...) (-<<у<- о), 
776. =-==0, если ху<1; в==з6пх, если ху>1. 779. ау = 
л 
=——^, если —1<3х=<0; у= 2агсмтх —- если 


2 
1 
0<х=!; бр у= — (л-- 4агсяп х), если м ЗЫ 


1 1 
у =0, если Ре ды" у= п — 4атсйт х, если 


хи. 100 а 
ть о | 2 >) 


781. уу ШТ (15 х< о) у= — УТ (1х о). 
782. Для всех {, для которых ф (1) = х, где х — произвольное 
‘значение функции ф (1), функция 1 (1) должна иметь одно и то 
же значение. 783. Множество значений Х (т) при я «т В 
должно быть интервалом (а, 6). 784. Для всех значений х, для 
которых Ф (х) = и, где и — произвольное число из интервала 
(А, В), функция 1 (х) должна принимать одно и то же значение. 


785. 15| < >. см. а) 0,5 мм; 6) 0,005 мм; в) 0,00005 мы, 
1 5 =3 
786. а) 6 < те. 6) 8< 2,5.10-4; в) 6 < = .10- р8ё< а 


<!. 793. а) Да; 6) нет. 794. Равномерно непрерывна. 

в Не является равномерно непрерывной. 796. Равномерно 

непрерывна. 797. Не является равномерно непрерывной. 

798. Равномерно непрерывна. 799. Равномерно рев 

800. Не является равномерно непрерывной. 802. а) 6 = 5 
Е 

6) а в) 6=0,01е; г) 6=: (&<1; А 8= 


ы 
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) бы (= =) 803. п->1800 000 
е. = Ш З. , Зе . И . . 
808. а) 6) < 36; 6) в; 6) <Мб; в! (6)< у} 
в) ый (8) < 5 ^/2`. 818. —|[(х) =созах или | (х) == свах, 
819. [Г (х) == с0$ ах; #8 (х) = + пах (а = соп$1). 

ОТДЕЛ И 


821. Ах = 999; Ау=3. 822. Ах = — 0,009; Ау =990 000. 

823. а) Ау=аАх; 6) Ду = (2ах- 5) Ах а(Ах); в) Ау= 

й .а) 5 6) 41; в) 4,01; г) 4 Ах; 4. 

826. 3+ 31- #2; а) 3,31; 3, 6) 3,0301; в) 3,003001; 3. 
а) Эср = 215 м; 6) ор= 210,5 'м/е; в) Оср == 


= 210,05 м/с; 210 м/с. 828. а) 2х; 6} 3х7; =: {хэ=0); 


1 1 
г) и (&>0); д но (50); е) соя 
л 1 
(= (2—1 и. Е =0 +1...) ь — ах 
(Сэл, Ё=0, #1...) 3) У (1х1 <1} 


1 1 
и) ла. 6 к) а" 
830. 4. 831. +. 832. Р(а). 834. ужи 1, 
0, —1, 7. 835. "=; а) —2 ( 6 -—г 
0; в) —4; 3. 836. 1043х —- 544. 837. :- 


829. —8; 0;0, 


аь * 
838. 2х — (а-- 5). 839. 2(х-- 2) (х-- 3) (32 -- Их- 9). 
840. хзт 2а-- соз2а. 841. тп [хтЪ-Е- хи (т-- п) хп+"-1|, 
842. — (1—1 (1 — 22) (1 — 22) (1 6х -- 1522 -- 1459). 


1 4 
842.1. — 20 (17-4 12%) (5 -- 2х)* (3 — 4х). 843. ва 


2(1-+ х2) 
=) (х==0). 845. Ш а (1х1 51. 
2(1— 2х) 1—х- 43 
———_.. 841. — 1). 
ма (1 —х-- 22) (1х) (1-х О 
12 — 6х — бхз-Е 2х3 -- 5х4 — 3х5 
(1 — 2) 
_ _@- РФ -+Ф-9х 


п хн 
“+ х— фм] (=. 


(1, 


(х = р 1). 


хР-1 (1 — х)9-—1 


и - 
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1 1 1 
851. 1 —— д 0). 852. А 
+ 2х _ вау я- (х > 0) ы 
| 1 р 
ЫЭ————_  (>9). 85. —_+ 
р Их 4237 
х' 
—=— 0). 854. А 
и т с 3 Е 
855. ОЗ А РЗ (ЕИЕУ 
яУув+я 
(п— т) — пт) х р 
Ия Ш, 95, 
ит "РУ "ая”. (42 — х2)? 
2 1+ 2 
(х1<1@!). — 858. пиар а (11. 
859 А - 860. 152/24 4/х Мех 
одну ^ и ить 
`. МЕРУ +В 
«>0). 861. ыы | 


№ 
Уи 


. (х 50, хз — 1, Хх — 8). 


А 
У(+У УР) 


862. — 2 с05 х(1-- 2зтх). 863. азтх. 864, —$1п 2х.с0$ (с0$ 2х). 
865. 


п91-15.с0$ (п + 0х. 866. —соз х- 
р р 2х (05 х $1 Хх? — $ 5$ Хх С05 д2) 
*с0$ ($11 х) -с03 ($11 (911 х)]. 867. за 
1 с0$2 х 
3 з = а ео +}. . СИИ 
(ЗКП) А=1, 2, ). 868. ях (х 5 п] 
пзтх 2—1 
Е=0 +ЖЬ +2...). 869, ет (8 5 я, 
х 2 
— 8. ————————_—_—, 871. - 
ь делое) (с0з х -- хз х)2 зах ' 
(ХР; В=0, +1, +2...). 872. 1-68 х (ха 
#2 -- 0-5; Е=0, +1. ..). 873. ы 
Зи ху сх 
2х 
— 16508 —— $ 
(Х--Ёл, Ё — целое). 874. аа: и 


а $113 


& — целое), 875. — = 315% х.5ес2 х.з (2183 х). с0$ [6089 (#48 х)] 
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(: и — Чел, в— целое) . 876. —2хе-м. 


1 1 
87. — 2% ИЯ вес? а: 12. 878. хех. 879, ме-® их, 


е (пох — со$ х) 


ния кл, & — целое). 
аа — 
2 т о 
1-Е 23 И 
881. ыы чпх. 68. УЗЫ язв, 


—ь 
883. ее - ее” (1 2"). 884, (м -— -- )#>5. 


885. 00. 0—1 -|- ало-1а5° ша-- а*-аа” а. 


6 1 
„— 3 2 : 887. ——_—_— . 
ых х ве Г. во ные а 


. о ь 9. 
ыы х Шх п (13х) Иа ыы 


(Е-Е 2) (1+ #2) 
1 


(> —1. 890. о 4*1>0. 89. д 
({=0). 892. (х|> 28). Пет 
{х1<1. | 894. Закиев («> —1. 
895. Е 896. ш(-- МГ). 
897. 11 (Хх -- УТ). 898. Уяа. 8909. — 


а 8 
(“< ^/- ). 00. — ла“ (0<х<1). 
1 


1 


901. : (0<х—22л< п, Е — пелое). 902. 
зах созх 
(=- 2вт| <->, В — алое). 903. — сх (< 
1 2—1 
<х— Ап < п, Ё — целое). 904 — (; Е ———л, 
с0$ х 2 
6052 х 
Е — целое). 905. а (0<х— 21 < я, Е — целое). 
5х 
м 
`  а-+6созх ° 907. — («>0). 
1 2 
908. —- Шхи> 0. 903. НЫ 


ри 
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| 1 
ии -- 


(1 +х м-—)|1 + хи (+) | 


911. 25т(пх (>00). 912. пя (0 <<", 


910. — 


#-— целое). 913. 1 (1 <2). 914. 1 
уе А1-- 2х — жа 
1 
—_!1|< й 915. а==0). 916. х50). 
(х—и< 2) И ). и Ш, 
917. УВ 918. ——_^ агссовх (1х1 < 1). 
21+ Е 
919. атсыл ^/ я («>0). 920. . (1=1> 0. 
1-х 1х1 —1 
921. звп (со х) (+= 1, #-пелое ). 922. 288п (пл) сов, 
1-Е с05* х 
кз вл, & — целое). 923. А -Е 005 х_ (ч=-вш< рой 
5т 9х 2 
# — целое). 924, — 1 (0<|4|<1). 925.1 (32|), 
1 — ха 1 
926. 1 (* ел, в целое), 927. — 1. 928. — 25615 
4 а--6 со х 1 = 
(20). 909. — М (< зо. ТЕ, 
№1 -— 24 агссозЗ (х2) Уря 
931. —2 с0$ х-агсЁ р (311 х). 932. . (>|. 
2х /х-—1 агссоз 
Хх 
а 61 а 1 
ь а (а. 34. 955. 
(ха) 5) №--1 
1 
хэё —1). 936. х 1). 937. (атс х)? (1х 1). 
( ) РИ (1х1 51) { (1х1 < 1) 
938. —=ее 0<1х1<1. 999. 2 (ыы 
ры (#2 —1)м 


х з 
940. ея < 941. р (м -- ). 
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$ 
оз. — Г, 948. ——6<и. и Ее 
и-х") и—-хУх 2/12 
2] 
021 <1). 945. ь 0<х<а). 9468. 
ах— 2 Ат — 2х — 


— 1 . 
а _. 2 м Е | и ний не - х 
1-м 


— —_ 2 
(и д, & — целое). 949. Е 


х м1—я 
— 2 
х вл/ ан {1х|1<1!). 950. ы агс4о х. 951. РЕ Е 
1-х 1+2 4/1 
п о 
2{1- х?) 1 — с0$ @ с05х 
Вох! < 1. 955 УЕ (м 
(“— п/я — 
обе ЕН 
а тм А/зп (22) 


(< <^/(+-)». 0, Боже} 


358. 2х [зап (с0з 22) + зал (п 42] вы 1, 2....). 


.2т } 
959. АЕ" в" (тс Х) созт (агечт ях) (15| < 1). 
#* —1] 
9. тт 
360.1. - | 
ИИ: пои 
6 ^, +Изчугя И(ута Уатта 
960.2. : 5 
1 р 1 1 ] 
еб" ен и Иа 
Хх? с03 г эт тг -{ со =: )^/че Е 
з з а 
9+ И = пот (272). Ух 
960.3. ш2 ув ) п (ес о вр тхх 


ЗУ. с05 (У: ) 
х(+ ш9-+==“ (--+ шеи) (> 0. 962. ха-ллий > 
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ха--аш» + (+ та кеео® па(1-Ы1п х) (х>0). 
х 

963. хИХ—2 (1 — шх) (х>0). 964. (51 х)! 593 * (4 х— т п х) — 

— (соз ху ИХ (4х — Ш с0$ д) (6<* —2л< =. ‚ &— целое) . 


(1пх}-1 
хп Хх 


965. [— 2 12 х--х Шх. Ш (п х)] (> 1). 965.1. у’ = 


НИ Е 
=2у 2 ы шп агсз!п Г | $ х.зап (с0$ х) ВИ 
1-- 2 агссоз (09) О 


о ОИ | в-ьзь...). 
агссо$ (с05* х) ^/ Е - 032 х ы 


966, ия (109х г)? (х>0, х=21). 967. +63 х. 968. — - (х>0). 
х 3х 
969, 1, 070. 9161) (20, 971. 212, 
сн 2х сх ь-- аспх 
972. Е Е 973. — И х. п (агссо$ х) 
АИТ - соз* х | АТ — , 
ы в гы 
(1х1 <. 974. . 975. и 
Уи» (1—2) 
(ео). 976. 4 Та рая (а>0). 977. а) зип х (х5-0); 
049 
6) 2х1; в) 1 (+0. 978. а) (х— 1) (х-- 1) (5х — 1) зеп (х--1); 
х 
6) 3 на 2х. [9пх]; в) Е НЕ (1х1 > 1}; г) я [] яп 2лх. 
2 хА/—1 
979. у’= —1 при —ю<х<К и=2х—3 при 13х<2: 


у’ =1 при 2<х<-- о. 0980. у’ =2(х— а) (х— 5) (2х—а—6) 

при хС[а, 68]; иу-=0 при хС[а, 6]. 981. у’=1 при х< 0; 
1 

при 0%х< | ю. 082, у’=——— при —1 

ри 0<*< | у тя р < 

<х<1; и = 1/2 при [х|1>1. 983. у’ = хе (1 — 2) при 
Ш а 3 

[2 90 при | х |1. 984. а) И, 6) 5 Зах, 
х (1—7?) 3х(1—х) (9—хз) 


у’ = 


п 
(520, ХТ Хх 3) 59 ы 51) Е 
Е М1 


985. а) 99 Ф-+ЗФ У 


ФИО о 
99-5) 


32-2383 
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$ф’ (х) $) — 9() $’ (<) а (х)-фа (х) 20); в) °бУфОх 
не а. => (Фо) (4) #0); в) УЗО 

[== У о шф 9; г) р 

9(х) $0) $" (х) + (*)  №ФО) 

т п ар; б зто — 

$(*) — 1?9() 
— | (созах); в) вер (ЕО Ке); о РоРЕох 
ХЕ НЕО. 986.1. 10001 988. 3х2 -- 15. 989. 643. 992. а) и> 
>0; 6) п>1; в) п>2. 993. аа) пыт--1; 6) 1<п<пт--!. 
994. Фа). 995. [- (а) = —9(а), + @=Ф (4). 

999. а) Недифференцируема при х==1; 6} недифференциру- 

2—1 


ема при х = л, целое; в) дифференцируема всюду} 


г) недифференцируема при х=йл, Е — целое; д) недифферен- 
цируема при х= —1. 1000. Ё (х) =р (<) =зе1х при х520 
в. Ф=фЬР Ф=ь. 100. Г Фе=Ё @) = 1] со ля 
при х 52 целому числу; [. (#) = я (#—1)(—1\, в ®@=лмх 


Х (—1/* при Е целом. 1002. [ (х) =Ь (® = © ры 
хх 


хзт зао (< —) при х Е ее (#— целое); [ (==) м 
х х 2-1 2-1 


+0, Е (г) = +. 1003. Ко= 


при ^/2л < [х| < МОЕ Ил (=0, 1, 


д’ хс0$ хз 
Но) = ——— 


$11 хз 
2,...); Е Ф=-ь В Фак Е. (ба) в, 
г, (Ул) = ко и=ьо,...). 1004. Бер = 


+=(1+-—-)=* 
е 
1—2 


1006. гы=Ны--, где е= —1 при 0<4|х| <1 иг= 


= при 1<|х|<-- со [2 (31=—1, В (+=. 1007. Ё (а) = 


о «= 2361 (Е — х2) 


те 0 ЕЕ =НЬ (+= 
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х—2 
————___ при 
: х—2 (2-1 
х9=2; [_ (2) == 1/2. — 1009.1. а) Ё- (0) =—172, В 0=10; 
ка =Ё 0) =12; ВЕ ®=ьЬ 0) =0. 1010. а=2ж; 
= — 2. 101. в=Ё (5); 6=ИКж)—ж (х). 1012. А 


= 31. 1008. Г ф=Ё 2) вас@ 


р: 2 2 
ыы РЕеЬ. ров В, 1013. а—_37 И 
6 — а) а А ос 23 


1014. а) Можно; 6) нельзя. 1015. а) Нельзя, 6) нельзя. 


1016. а), 6), в) Функция Р (х) может как иметь производную 
Е’ (х), так и ве иметь ее. 1017. хе=йл (Е =0, 1 52, ...). 


1018. а) Не может; 6) может. 1019. 1) Не обязательно; 2) обяза- 
тельно. 1020. Не обязательно. 1021. Не следует. 1022. Не следует. 
Ти) холл е, 


1023. Вообще говоря, нельзя. 1024. Р„= : 


1 — х)? 
9 Тех (п хп -- 21 — 1) х7+1 — п2х"+ 
= и. 


(1 — хз 
за п и 
1025. бы 
5% 
т — 
2 
ы 91-1 г а_йх 
пп —5п 7 х— т ты 
Та= ы 
251: — 
п - 88 в) — 
1025.1. За = и, 1026. 5$„= 


2512-Х 
2 
| 
оп 
г. 
1031. 50 км/ч. 1032. 5в--—, если 0<х<2; $ (х) = — 


[3 > — 6 х. 1029. 40л см?/с. 1030. 25 м/с; 0,4 м/с. 


— 2х-- 2, если х>2; $’(х) =х, если 0<3х<52; $’ (х) = 2—2, 
1% —— а? 1х1 

если х>2. 1033. $(х)= ь ма— жа а агсзшт ——; 
а 

$7 (х) = М — 1 5х (0<|х|< а). 1034. у, = . 


Зи ` 
й 1 й х 
1035. = . 1036. а) — хую: хх = -——; 
Ух 1 — 2505 у ) р У КИ, 
, 1 
6) —ю<у<- =, ЕЕ. в) — ю<у<- 


32* 
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1 


МТУ 
= МУТУ (-°<у<!;  в=--УГ-Уу 
©< учи ит <<); а = ГЕТЕ 


(—©ю<у< !)} х: = == (= 1, 2, 3, 4). 6) м= 


ы очи = У — (0<у< 1); = 
1-—у 1—9 


. ы 1 
&, = . г) —1<у<Г ху = 1Щй' 1037. а) х: = 


т (=, 2); в) = — м (1+ УГУ) (—©=<у< 1} 


х шп СЕМ У" У (0<у<;х=Ь— 1 
у 


РЕНИ ЗЕНА { == |, 2). 
2 (е-* — е-**) ‘ ) 
, 9 


$ 4 
юз. 1 — пърь сни 0 ие 
11—97) 


(< х<1). 1041. у’ = —— са 1 (0 <! |< п). 1042. „= х 


хе нЕ (11 > 0. 1043. у = нее 


я, # — целое) ы 
1044. у, = и (158 28л, Е — целое). 1045. у=еЕЁХ 
х (++) (= ти, 1% 5 +=). 1046. о 


<< + =). 1048. у Ей, >, —-°. 1049. .. 


: о 
1050. М. 105. — ^/* . 1052. — ту 
а?у х 


1053. Е. 1054. а) 45 (Ф- агс46 $); 6) — св —- (‹ 5-0, 
т р 


Ф= = = НИИ. В] (++ агс4 8 —) . 1055. а)у за (х+1: 
т 
У 
2 


у = — 


х+!); 6) у=3 х=2; в) х=3, у=0. 


1056. в) (, 2-,): 6) ©, 2). 1058, [1 <- а < 


ОТВЕТЫ 501 
<<. = 1059. тах|и- у’ |= 101 = 314. — 100.7, 
4 


1081. ео атс =: агс 37°. — 1062. агсёр 2 4/2 2 агс 70°30”, 


1063. п> 57,3. — 1064. а) зас, б-^. 1066. |^|. 
а| 2 п 
Ра р Е 9 2 
1069. —^_, 1071. 5 — 402 =0, 1072. (=) +(-=) >10. 
14] 3 2 


1073. «=. 1077. а) 3х —2уж0, 2х --Зу=0; 6) 34 — у — 
е 


— 1 =0, х-- Зу —7=0. 1078. а) ужх, у= —х; 0) 3х —у-— 
—4=0, х--Зу—3=0; в) у= —х, ужх. 1079. у—2а= 


1 
= (х—а) в. Касательная к циклоиде перпендикулярна 


к отрезку, соединяющему точку касания с точкой соприкоснове- 
ния катящегося круга. 1081. Зх-- 5у —50 =0, 5х — Зу — 10,8 = 
=0. 1082. х--2у—3=0, 2х —у—1=0. 1083. 41 (1) == Ах - 
+3 (Ах) Ах}; 4 (1)=Ах. а) 5, 1; 6) 0,131, 0,1; в) 0,010301, 0,01. 
1084. Ах = 20А1-- 5(А4*, 4х =20АЁЕ а) 25 м, 20 м; 6) 2.05 м, 
2 м; в) 0.020005 м, 0,02 м. 1085. —-@” (360). 1086. — 
хз. а -- # 


ыы 1089. — 37° д 


ж-а Аа? — ха 
Зах 
ыы 


1037. — 4 (|211. 1088. 
№ — 0? 


(х| < |2}. 1090. а) (1-х) вах; 6) хупхах; в) —- 


з 2— шх . хах е ах 
(0) р 4х (>00); д; тет 


2х ^/х а -|- х 
2х 4х 4х 


ху ж ——— (х1<1} 3) 
х 


Е (=1> 1} 


х\/ х— 1] 
4х 
с053 х 


[К 


(== ыы Ей, Е— целое!) . 01. соды -- ци 4 


одни — 2и 4 


ии. 100. ——— (040, 1093. —_ 1 +040 


(из -- 01) 


они — иду (ия > 0). 1095. и и--и аз 
и ие -{- 5" 


(а >0). 1096. а) 1—4 — 35; 6) —! (< х— -) 
2х? х 


8) —Чвх(х-Е ЕЛ, К — целое); г) = (+ о, #— це 


(и *>0). 1094. 
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лее); д) — 1(х|< |). 1097. а) Увеличится на 104,7 см? 


6) уменьшится на 43,6 см?. 1098. Увеличить на 2,23 см, 
1099. 1,007 (по таблицам: 1,0066). 1100. 0,4849 (по таблицам: 
0,4848). 1101. —0,8747 (по таблицам: — 0,8746). 1102. 0,8104= 
== агс 46°26’ (по таблицам: агс 46°24'). 1103. 1,043 (по табли- 
цам: 1,041). 1104. а) 2,25 (по таблицам: 2,24); 6) 5,833 (по 
таблицам: 5,831); в) 10,9546 (по таблицам: 10,9545). 1105. 
2) 2,083 (по таблицам: 2,080); 6) 2,9907 (по таблицам: 2,9907); 
в) 1,938 (по таблицам: 1,931); г) 1,9954 (по таблицам: 1,9953). 
1106. 0,24 м2; 4,2 %. 1107. бр = 0,33 %. 1108. а) 6. =65 


6: =26т. 1109. 0,438. пи. 2-2 ур, 
й (1 -> 2) 3/ {1 ыы х?) 5/2 
0211. 113. 2-0 —1. им. 2 91х (== Е 
р с053 х Гы 
х Хх 
т ). 1115. о акивх. И16. та т 


(1 -- 2х2) атс п х п. им, | 0). 1118. КОР (х)-—-Р(х) 
Е: = 6>0). В 


(>90. 119. —-2 упал) со 1120. ую =ьи” 0) = 
х 


ии” — ца ии 


= 1, И” (0) =0. 1121. 2 (ци" -| и’). 1122. ЕЕ - 
и | 
из -- 07) (пи" -- и") - (и — и’ : 
(и>>0). И23. = (12-02 >0). 
’ 2 " — п’З „’ 
1124. и=и | (в очи и) + о ип «|. 
ц и 


1125. у’ 4 (9) РР (5); у’ ка вар" (5) -- 12х[ (а). 
1126. +— р (--); ны 


и - 


вер еее: у’ = ее" 9) зе 69 ее. 


1 
1128. у= а [7 (п х) —Р (п х)}; ис В х) — 
—_ЗЁ" (пх) НР (шх)|- 1129. у" = $'? (х) [”(ф (х)) 

+ 9", (ХР (Ф(*)); у’ =" (<) й, и +39’ Г $’ (РФ («))-- 
= "Е (ФО). 0. а) е*4хт; 6) е (ах 4* х). 
4хз 2 шх—3 
1131. а ° 1132. а: (х>9). 
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1133. [а + п _] да. 1134. ибо -+- 2дидо + офи, 


и — — ди —иа 
1135. (© и — иа) С и —и 4) @>0.. 


1136. ит-ви"- {[т (т — 1) од? -- 2тпиодидо -- п (п — 1) и] 
+ мо (тои -Ё пидо)}. 1137. а" па (аи? па-|- 424). 
1138. [(9?-— и?) ди? — 4иоди@о -- (и? — 01) о -- (и? -- 2) (ии -- 
-{ 042%] (из -|- 9)? (и -- > 0). 1139. — [— 2иодий - 2 (и — 
— 07) диао-- иди? -- (и? -- 0?) (офи — ибо] (и? 0) 2 (и? -- >> 


3 3 
и РНИИ ОЧИИНЕННА › п ж— 
>90. 114. а у 8—0 (70. 
1 3 с0$ # 

" ыы . т ЕК 

т у аз ' - а? 5118 Е (ил, 
Я с0$ — 

& — целое). 1142. у’ о ие 
4 4 217 — 
4а п — ап р. 

г 


(15-21, Е — целое). 1143. у’ 


^/5` сов (# +) | 


2 Н 
у" — Ш @ т Е с05й _ ЕО, Ь. . .). 


^/ 3 созз (‹ + =) 


1 (0 
1144. .[—_; "= —-^® (0-0, 
о, 3 ты 
" „т — тз 
#3. ту ры 10 ГРА ны 15 #3 
У = и (у’5е0). 1146. Е 
" у 
25 75%. 3 _25 295 
а И г о Е 
уз у’ 4’ 64° 1024 ° 
2 р = 
пт. 2, Ро, Ро. 8 ети 
у у ры х— 99 
6 54х 2х3у 
"= т, 1149, у’ 
: (х— 2} ы (х— 2} у 1 и } 
> 2х?иу 
у [3 (1-Е у) 2% (1 — 5"). 1150. п’ 
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|-. 2 2 2 1 й 
В ТИ. ПБ. ое 
х—у (х — у) 2 
вр); с=Р а). 152. 20—10  —10; 0 0. 
22а . жж р. 4п?а 2п 
т т 9 т 


1154. Х == 001 С05 @, у = типа — 


1153. 9 — 


2 
2 ь 22. : * 

— А — ата Е $ |= у=хво— 

аз а и 

И. о 1155. 2-47=25; 50|, 5% 


1156. (94.61; И) =0. 1157, у"= — О: 
И 
{х = 0), 1158. 09) => — ЕЙ (х > 0), 


где п!!| обозначает произведение натуральных чисел, не превы- 
шающих числа п, и одинаковой четности с ним, т. е. 171 == 


8! 
== 1. . о... 5 и {8) си 1 * 
3.5 17 1159 в и} (х =!) 
1971! —х 
1160. (100) = ——- 7 
у 2100 (1 —- х)100 м1-— «< 
и #20) = 2% (ха-|- 20х-|- 95). 1162. == х 


А! 
хи = ‚ гда 10-9....(И-ди =. 
+= 


274 120 
1163. у) = -— (х> 0). 1164. у) = Е —— ах (х>0). 


1165. 560) == 250 ( — хп 2х -|- 50х с0$ 2х -|- $0 =) . 


271—336 1., _ 7-3 —28 
(1 — 3х)73 (1 — 3х) 103 


1 
(+=). 1167. у09 > — 28 12х — 28 п 4х -[- 28.310 ил 6х. 


1166. и” = с05 5х 


1168. 00) = хзнх -- 100сНх. 1169. У — 4” С05х. 
— 144 160 96 
+ (-= 


1170. у9=-— 2) п + 


хз 


120 
+ (—,— — о м" - 32 шх) 0$ 2х. 
х ыы 


х* 
15 
. 5, . к дж й 
17 1204х 1172 РТ: х (х> 0) 


1173. — 1024 (хсоз2х -- 5511 2х) 4х1, 1174. & (= х-- 


ОТВЕТЫ 505 


4 6 8 6 
++ й г + Е =) 4. 1175. 8 9т х зн х 4% 


1176. иди -- 2одиати -- Эо4зиави -- Э4базиати -- 4оаиави +. 
+ 252 (Фи). 1177. — ем (аи* + баилари -- чашази -- Зази? -- Фи), 


2аи? Заиа?ц и 
д —_—_ . ИР. 2 гы у’ах* 
1178 т: р + - т Фу = у’ах- 
ух; Фу = уаз -- Зу"ахфх - у’@х; у = уудх 
+ бу” хак -- 4у"ахазх -- Зу” ах -|- у’дх. 1180. у" = 
ах ау 4х ау ах ау 
ах — Зах | 
@х у ы @х фу 42х у 
> => е 
азх } ах 
{— 77ниеп- (аа — ве) 
й (п) = . 
$187. Р(®(х) = вт 1188 ат з 
9. т [С 1190. (— 17 
ь хп (хи |" ев 
1 1 1.3... (7—0 
—— |. 1191 
х|[ («— 2)" («— 175 ] (1 — 2х) 
1 {—1"+.1.4... (31 — 5) (Зп - 2х) 
—)]. 192, 
(<) ее а 


(п>2; х=- 1). 183. (=). 


1194. 27-1 с05 (= -- =) . и. > На (++ =)- 


ыы чат (3=+ "_). 1196. (++ = ф 
п . — рп 

те - воз (3=-+ “ ). 1197. ое 
пл р (5) пл 

+ ] = воз [@+ 9х+-—, ]. 

(а—65) пл 
1198. ты сз [@ — бх+ Ь |+ 
п 

и с0$ [< 5х “ ]. 1199. их 
: 5", 

х зп [@—6 О в [< + ++]. 

1200. > с03 (ы+->— АР [9 =+ 
пл] (2а- 5) пл 

РИ ] тие, воз [2+5 =+ р |. 
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пл . 
1201. 47-1 соз (&+ ). 1202. опхсоз («+ к ты 


- ). 1203. | х 


а? 


п 
-|- пап ут (= -- 


жал (ая > | элативов (+ г ). 

1204. (— 17 [м —2 п Их (“Ш 2)]. 
п(п—1...и-—Е- 1) 

1205. + Е ЕР а 


1206. е*0т/? соз (+— ). 1207. ел т (++ а. 


(п — 1)! 5п 
108. рии о" ный (< 


< | г | . 1209. сах [а7Р (х) + Сл" р’ ФЕ .. --Р (х). 


вю. Печи (реп и 
4+ (— 17 —п)] 8х. И. уе. 


2 — 12 
{пах -- г п... =! 4хп, 


в. ке ‚ря 


1214. а) (+ тт м : < ах оз (+ = 
п 
)}: 
)-+ 


< ава (+ ы 
), где с0$ ф = 


— мт (19— та = ах зат (= ы 


6 (ар [< (+ч— пл 


-- п _ п = ах со (+ пи 
Г 


1215. № (ое 


"|. 


и" 


= 5 (— В (р— Е)" с с05 [© — 2) х-- 
2—0 


РЕ 


р 
1216. а) № (— 12+ яр 


#=0 


И х 
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х зи [(р — 24+ Пя т. 9 У ин" м 
= 


р 
; В 1? 
х сов [(@р — 28) =. Е ]: в) 7 их 


пл 
2 


х Си 60$ [2—2 + х- 
{— 1) (п — 1) 


1218. аи эт (п агсе в х) (х 520). 
1 21 — 
1219. а) Е [27+ --(— 10°; 6) те ®> 1. 


1220. а) п(п— Па”; 6) К) (0) =0, Ка + (0) = 
= (—14 (2) (=0,12,...); в) №№ (0) =0, + (0) = 
== [1.3. ..(22— Пр (=0 1 2,...). 1221. а) К? (0)= 
= (— Ат? (п? — 22)... [т — ОЕ — 2), Ки (0) =0; 
6) [<*) (0) 0, [Р(0)= т, КА+ы (0) =(— т (т 19)... 
Не [2 — 8—1] пы 2, ...). 1222. а) (0 - 


| 1 
и - и (1+-- +... ее 


19-1) (0) =0 (Е=1, 2, ...); 6) 9 0 =2- (Фр, 
АИ (0-0 =1, 2 ‹..). 1223.  шф@). 
т? (т — 1} 


1228. [и (х)=(— 0” [т вии + т т... 
Я В И ы .1231. На (х) = (2х7 — ти (2хуп-а-. 


прич ... 1236. При х=о 
не существует конечной производной | (х). 1244. А (—1, —1), 
СЕ 1. 1245. Не верна. 1246. а) 0 = 1/2; 6) 0 = 
^/=+ хАх + (4 —х 
0: 480; 805 
х 


х Ах 1 еАх— 1 
= — 1- —11 (х(х-- А») > 0); г) 9 = — п——. 
*(^/ а ) {х-- 4х) > 0); г) Ах Ра 


1248. ‹--- или ^/2. 1250. Вообще говоря, нет. 1261. [(х)= 
== со ах. .-Р силах", где с =0, 1..., пП-—1) пос- 


гоянны. 1268. При -=<#<- функция возрастает, при 
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--<#< + со убывает. 1269. При — ® <х< —1 функция 


убывает, при —1 <х < 1 возрастает; при 1 < х<- о убы- 
вает. 1270. При — © < х<— | функция убывает, при —1 < 
<х< 1! функция возрастает при 1<х< + ® убывает. 
1271. При 0 < х< 100 функция возрастает; при 100 < хч 
< -< убывает. 1272. Функция возрастает, 1273. В промежут- 


Ал кл л 
ках то =) функция возрастает; в промежутках 


(7 +—, +) убывает (#=0, +1, +2,...). 


1274. В промежутках (===. =) и (-— ь =) 
Е 2 2 --1 2-3 


| | 
функция возрастает; в промежутках — и 
фу р ромежу ( т т :) 


(- г) убывает (#=0, 1,2,...). 1276. При 


2’ +1 
— < <х<0 функция убывает; при 0<х< 


возрастает; 
п 


при < х<- о убывает. 1276. При 0 < х< п функция 


ш2 
возрастает; при п < х < -- с убывает. 1277.  Убызает при 
— © <х< —н0«<х<1; возрастает при —1<х<о0н 
1 < х<-- ю. 1278. В промежутках (е—7А/2+л, о!зл/Иа-2Ал) 
функция возрастает; в промежутках (37/122 “, „Тл/2-Ал) 
убывает (# = 0; +1 +2,...). 1283. Не обязательно. 
1298. В точке А кривая вогнута вверх; в точке В вогнута 
вниз; С — точка перегиба, 1299. График при — © < х< 1 вог- 
нут вверх; при | <х< о вогнут вниз, х = | — точка 


перегиба. 1300. При |х| < В 


3 


— вогнутость вниз; при |х|> 


а 
—вогнутость вверх, х = = — — точки перегиба, 


4/3. ^/з 
1301. При х<0 — вогнутость вниз; при х>0 — вогнутость 
вверх; х==0 — точки перегиба. 1302. Вогнутость вверх. 1303. При 
21 <х< (2-4 п — вогнутость вниз; при (2+1 л<х< 
< (22 -- 2) л — вогнутость вверх; х-==Ал — точки перегиба (# = 
== 0, +1, +2, ...). 1304. При || < ТР — вогнутость 
вниз; при |х| > ^/1 вогнутость вверх; х-== + ^/ 9 — точ. 
ки перегиба. 1305. При |х| < 1 — вогнутость вверх; при |х| > 


> 
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> 1-вогнутость вниз; х= +1 — точки перегиба. 13068. При 
еП-ЗАА < х < е*^+7 — вогнутость вверх; при 
ел п/4 к еп +54 — вогнутость вниз; ха ей ИМ точ. 
ки перегиба (# =0, +1, #2,...). 1307. Вогнутость вверх 
1 

при О<х< -[ оо. 1309. В = 

в? 
>09. 198. ©. вю. 180.2. 19. —2 182. -. 


1323. —1. 1324. -©. 1325. 2. 13926. --. и. 
З -3 6 5 


. 13. Вогнута вниз (при 


з 
1308. 7 1329, | ша. 1330. —2. 1331. 1. 1332. (5) . 
Е 6 6 


1333. =. 1334. —-. 1335. 1. 1336. 0. 1337. 0. 1338. 0. 


1339. 0. 1340. 0. 1341. 0. 1342, 1. 1343. №. 1344. —1. 1345. @. 
1346. е7е. 1347. ее 1348. 27. 1349. 1. 1350. 1. 1351. 1. 


1352. е2/з т 2а (= НН: 36 целое) : 1353. ета 6). 


1354. -. 1355. — 1356. 0. 1357. —. 1358. аз (па— 1). 


1359. —. 1360. №. 1361. ел. 1362. 1. 1963. ал. 
а 

1363. 1. ге 1363.2. е/3. 1363.3. 2-18. 1363.4. с. 1364. ета. 

1365. е-2ил. 1366. е-1. 1367. —"^__. 1368 Ме. 13681. 0. 


пт 
1369. —=. 1370. а 1371. ра. 19731. ГО = == | 


1373.2. = (+). 1374. а) Правило Лопиталя непри- 
е ро 


менимо, предел равен нулю; 6) правило Лопиталя непримени- 
мо, предел равен 1; в) формально примененное правило Лопита- 
ля дает веверный результат, равный 0, предел не существует; 
г) применение правила Лопиталя незаконно и приводит к не- 
верному результату, равному нулю, предел не существует. 


1375. >. 1376. 5 ЗИ 0—2 (+ 1} 1377. 1+ 
2х -{ 22 — 2% --0(5“); — 48. 1378. 1-- 60х- 1950523 -- о (х2). 


то ы 1 
1379. а + и ны -|- 0{(х?). 1380. * х + хз-{-0(х3). 


1381. ии 06. 1382. 1— 
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х р. 
= то +069. 1888. #— т —5 о 1 
Е Е и (и). 1385. х—- 10(18). 1388. «4 
о, в р 
++ — + и ео. 1381. Е +0 0 (х°). 


1388. о 1389. (х— 1) 


о ас ее 


т 
9 РЕ а. 92. | Е АНА 
1391. 5 ы- 5). 1392 да - г + 
3 
а — 1 -——— п ———__. 
+ (0-0 И 1394. а) Меньше ии} 


6) не превышает ‚” $ в) меньше 2.10-8; г) меньше — 
3840 


1395. |х1<0,299=агс 12°30’. 1396. а) 3,1072; 6) 3,0171, в) 1,9961; 
г) 1,64872; д) 0,309017; е) 0,182321; ж) 0,67474 == агс 38°39’35"; 
3) 0,46676 == агс 26°44’37”; и) 1,12117. 1397. а) 2,718281828; 


6) 0,01745241; в) 0,98769; г) 2,2361; д) 1,04139. 1398. —. 


1399. 2. 1400. —-2. 1401. ->. 1402. 2. 1403. за, 
З 4 3 6 


1 1 


1404. 2. 1405.0. 1406. >. 14064. №. 1406.2. 
2 3 90 


а 

р 
са 

1406.3. 2. 1407. -^.. 1408. в, 409. ^, 140. а=^ 

р 30 2 3 

1 


ео Нора: Вы МА 
Е 5 15 г 


о ры 9:9 35 в) А", 


12 2 12 ы 100 ° 


_ 
г) х 1412. аа ВЕ 1413. ВЕ где & — половина 
х 3 3 180 


центрального угла дуги. 1414. Максимум у = 2. при =. 


1415. Экстремума нет. 1418. Минимум у=0 при х=1. 
1417. Минимум у = 0 при х == 0, если т — четное, и экстре- 
ттлп 
(тп 


при х= и ; минимум у = 0 при х= 1, если п — четное, 
тп 


мума нет при х==0, если т — нечетное; максимум у = 
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и экстремума нет при х == 1, если п — нечетное. 1418. Мина- 
мум у=2 при х=0, 1419. Минимум у=0 при х= —Ё; 
максимум у = 101%? д; | 234 000 при х = 9. 1420. Максимум 
у=1 при х=0, если п — нечетное, и экстремума нет при 
х = 0, если п — четное. 1421. Минимум у = 0 при х = 0. 


1422. Максимум у = - 910,529 при х—-с;минимум у=0 


при х == |; экстремума нет при х = 0. 1423. Минимум { (40) = 
= 0, если Ф (%) > 0 ил — четное; максимум |} (хо) = 0, если 
Ф (хо) < 0 и п — четное; { (хо) — не экстремум, если п — не- 
четное. 1425. Нет. 1427, а) Минимум [ (0) = 0; 6) минимум 
(0) =0. 1428. Минимум [ (0) = 0. 1429. При х = 1 макси- 
мум у = 0; при х == 3 минимум у = —4. 1430. Минимум у=0 
при х== 0; максимум у= 1 при х= +1. М3Ь При х= 
5—3 
6 


= 0,23 минимум у < — 0,76; при х == ! максимум 


у = 0; при УВ, 1,43 минимум у — 0,05; при х= 
==2 екстремума нет. 1432. При х = —1 максимум у -= —2; при 
Х = | минимум у=2. 1433. При х = —! минимум у = —1; при 
Х => | максимум у = 1. 1434. При = минимум у = ===. 
1435. Првь х=0 и х=2 — краевой минимум у=0; при х= {1 
максимум у=!1. 1436. При т: минимум и=- У = 


= —0,46; при х = 1 экстремума нет. 1437. При х = | максимум 
у=е1 20,368. 1438. При х=--0 краевой максимум у=0; 


при хе = 0,135 минимум у = — 2 = —0,736. 1439. Прих= 
е 


= | минимум у== 0; при х == е? — 7,389 максимум у = - =0,541. 
е 
1440. При х=Ёл (# ==0, 1, =2....) максимум у= (—1)* 


+5; при хо 1, 2,...) минимум у= 


== —+. 1441. При х= Ал (& =0, -Ь 2, ...) максимум 


у = 10; при х=з "(++ ) {#=0, 1, -2,...) минимум у==5, 


1442. При х= 1 максимум = ша 0,439. 1443. При 


х = а 212 (Е =0, 1, 52, ...) минимум == х 
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хе я/Ал, при х= = + 26л (№ =0, 1, --2,...) максимум 


у= 5/2. езл-Ня 1444. При х= —1 максимум уз “2 = 
2 


= 0,135; при х=0 минимум у ==0 (угловая точка); при х == 1 
максимум и=1 (угловая точка). 1445. тт 32. 1446. 2; 66. 


1447. 0; 132. 1448. 2; 100,01. 1449. 1;3. 1450. 0; 190. 36,8. 
е 


1451. 0; 1. 1452. 0; 51+) =12. 1453. -5 37 


= —0,067; 1. 1454. т (х) = — = ‚если — © <х=-—3; т(х)== 


а ‚ если —-3<х<—( т() =0, если —1<х< о; 


= 3+ а 
х 
1 1-х 
М (>) = —, если — ю<х< Ц М (я) = ‚ если 1<х< 
2 ы +2 
140 _ я 1. 3/5 _ 
<- о. 1455. а) тт == 1,77.107; 6) ти в) УЗ 144. 


14517. о 45 1458. =. 145. =. 1460. в() = 


| 1 2 
= (ж + >) х— = (9 + 22+ 6х.); А = (м — ж)}}. 1461. = 


1462. Один корень: (3, -- со). 1463. Один корень: — ® < х< 
< —Ь если # > 27; три корня: — © <лх: < —1, —1 <, < 
хи 3 <, < - о, если —5 << 27; один корень: 3 < 
< хз < - о, если й < —5. 1464. Два корня: — © < х; < —1 
и! <. < +0. 1465. Один корень: — со < к; < —1, если 
— © <а< —4; три корня: — << —1 << 
1<,<- о, если —4<а<.4; один корень: 1 < х; < - оо, 
если 4<а<-- х. 1466. Один корень: 0<х,< 1, если 


1 1 
— © << 0; два корня: а и реже, если 


0<Е< ге ;корней нет, если > в . 1467. Корней нет если 
е е 


уз 
а< 0; один корень: — © «хх; < 0, если 0<а<-; трв кор- 


2 
НЯ; — © << 0, Ох <2 и 2х, -- , если << 


<- ©. 1468. Два корня при |а|<34/3/16; нет корней при 
141 >34/3/16. 1469. Два корня: О< |< и << 
<-+ <, где Ё=1, 2 — положительный корень уравнения: 
СЧ х=х, если ||] >31 ёл 1,50; корней нет, если [^| > 38 Е. 
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93 4? 28 9 
1470. —--— 0; 6 —{-—<0. 4. %. С 
а) я + я >0; 6) 5 + 7 }. Симметрия 
относительно начала координат. Нули функции: х=0 и х= 


= + 4/3 = 1,73. Минимум у = —2 при х = —|; максимум у= 
=2 прв х=1. Точка перегиба х=0, у=0. 1472. Симметрия 


относительно оси Оу. Нули х=-+ ^/1 + ^3 = 551,65. —Мини- 


мум у=1 при х = 0; максимум у =] ы: при х= 1. Точка 
уму о 


перегиба; х = + = А -50,58; у == >. 1473. Симметрия от- 


носительно точки АД (1, 2). Нули: х=—!Ё и х=2. Минимум 
у=0 при х=2; максимум у=4 при х=0. Точка перегиба 
х= р у=2. 1474. Симметрия относительно оси Оу. Нули 


функции: х = 4/2 = 21,41. Максимум у=2 при х= 0; 
минимум у = 1 — м. = —0,12 при х = +/+ №5 = 2,06. 


Точки перегиба: х1, » = 0,77, у, › = 1,04; х,.42=:52,67, уз 4 = 
22 —0,010. Асимптота у = 0. 1475. Точки разрыва: х=2н 
х= 3. Нули: х= +1. Минимум у = — (10 — ^/96) == — 0,20 


при х= Е: = 0,42; максимум у = — (10+ ^/96) =—19,80 


при х= Е 22,38. Точка перегиба хлг —0,58, ул —0,07. 


Асимптоты: х == 2, х=Зиу==1. 1476, Точкн разрыва: х, = 


= —[ них, = |. Нуль фуякции х== 0. Точек экстремума нет. 
Точка перегиба х = —0,22, у = —0;19. Асимптоты: х = —1, 
х=1 ну=оО. 1477. Нуль функции х = 0. Точка разрыва 


= —1!. Минимум у=0 при х = 0; максимум у = при 
х = -4. Точек перегиба нет. Асимптоты: х = —| иу=х— 3. 
1478. Минимум у=0 при х = —Ё; точка перегиба х = —4, 
[ =. Асимптоты: х=1 иу= 1, 1479. Максимумы у = 


ЗУ. у —3,5 


= — УИ. те ^ —8,82 при х = — ‚ба 


32 в 2 
34 М7 — 142 
32 


у=0 при х=0; минимум у = =: —0,06 при х= 


_ УИ-3 == 0,56. Точка перегиба х = г ‚у =-=. Асим- 


5 
птоты: х = —[р и у=х— 3. 1480. Симметрия относительно 


начала координат, Точек экстремума нет; точка перегиба х == 0, 


*) К задачам на построение графиков не везде дают пол- 
ные ответы. 


33—23 
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у = 0. Асимптоты: х = |], х= Ги у=О. 181. Минимум 
у = 3 при х = 5; точки перегиба х = —1, у=0. Асимпто- 


ты: х=1ну=х- 65, 1482. Минимум у = = при х=2; 


максимум у = —3,2 при х = —2,4; точка перегиба х = 0, 

у = 8. Асимптоты: х = —Г иу== х. 1483. Симметрия относи- 

^/ 10 
4 


тельно оси Оу. Нули функции: х = = А; 0,79. Точек 


экстремума нет. Точки перегиба: х= в^/1 25 +0,71, у= 


--25. Асимптоты: х= —1, х=0, х=1 иу=0. 1484. Об- 


ласть существования: 0% х< - ®. Нули: х=0 и х= 3. 
Минимум у = —2 при х= Е; краевой максимум у = 0 при 
х = 0. Вогнутость вверх. 1485. Область существования: |х| < 
<2 М2 = 2,83. Симметрия относительно начала координат и 
осей координат. Нули: х = Оби х== +2 4/9. Максимум |у|=4 
при х= +2, минимум |у| = 0 при х = 0; краевой минимум 
1у| = 0 при х == 52 ^/. Точек перегиба нет. 1485.1. Нуль 
функции х == 2. Минимум у = — 4/5 = —2,24 при х = —0,5. 
341 


Точка перегиба х; = — = —1,18; у = —2,06 и х, = 


= ЗАТ ноль у: = —1,46. Асимптоты: у = —1 при х— 


— — < иу= |1 при х- | <. 1486. Область существования: 

15х22 и З<х<- о. Нули: х=Ь х=2 их=з3. 

6— ^/3 
3 


Максимум |у| = УТ =0,62 при х= = 1,42; крае- 


вые минимумы |у/|=0 при х=1, 2 и 3. 1487. Минимум у = 
= 0 при х = 1; максимум у Ут» 1,06 при = — 5; 04 


ка перегиба х = —|, у=0. Асимптота у ==. 1488. Сим- 


метрия относительно оси Оу. Минимум у = — 1 при х = 0. 
Вогнутость вниз. Асимптота у = 0. 1489. Симметрия относи- 
тельно начала координат. Нуль функции: х = 0. Минимум 


у — 16 = —2,52 при х=> —2; максимум у=Уу15 при 
х=2. Точка перегиба: х-=0, у=0. Асимптота: у=0. 1490. Сим- 
метрия относительно оси Оу. Минимум уз 4 ^ 1,59 при х = 


= +1; максимум у=2 при х==0. Вогнутость вниз. 1491. Сим- 
метрия относительно начала координат, Точка разрыва: х= = 1. 
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Нуль функции: х= 0. Минимум у= ыы = 1,38 при х == 4/3} 
2 


^/3 


3 — прих — 4/3. Точки перегиба: ж; = 0, 
У? 


максимум у== — 


у1 = Оиха,: = 3, уз = 31 = . 192. Область существова- 


ния функции: |х|] >1. Симметрия относительно оси Оу. Кра- 
свой минимум у == 0 при х = 1. Вогнутость вниз. Асимп- 


тоты: => при х—-- ® ну= нь при х-—+—со. 1493. Об- 

ласть существования функции: х >> 0. Минимум у == 

= 2,60 при =. Вогнутость вверх. Асимптоты у == х-1 

+— и х=0. 1494. Область существования: х >0 и х<-—3. 

5-13. 
2 


х = —4; краевой максимум у= 1 при х= 0. Вогнутость 


Нуль функции х= ^: 4,30. Минимум у = 13 при 


вверх. Асимптоты: у при х-+ — со; --- при 


х— о; х-= —3 при х-+ —3—0. 1495. Минимум у=0 при 
х = 0; максимум у = — Ут =— 1,59 при х= —2. Точки 


3 97 — 
перегиба: = — (@—4/3) =— 0,77, “= ] / Ут. м 


з тылы 
= 0,46; х, = — @-+ 3) = — 3,73, уз = И === = 


= — 1,72. Асимптота х = —1. 1496. Симметрия относительно 
осн Оу. Функция положительная. Максимум у = 2 1,3 
при х = 0, минимум у = № 21,41 при х = 1. Точки пере- 
гиба х.з 0,47; у. < 1,14 и Хуа + 4,58, Уз, «= 4.55, 
Асимптоты у = 5х. 1497. Период функции: Т = 2л; основная 


область О < х=< 27. Нули функции: х.=л-РагсЯй \— 1 га 


4/5 —1 
2 


при х=-—- и у= —1 при = максимум у 1 при 


= 1,1 и = 27 — агсыт я: 1,797. Минимумы у= 1 


33* 
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1+ ^/33 
8 


1+ 33 _ 
8 


«=> их -—^. Точки перегиба: ху == агсзт = 


2 0,32л, и; = 2х 1,13; х. == л — атом 


1943/33 
32 


о о оз, хз = п-- атс 3—1 те = 
32 8 

= 1.20л, из = —19—34/33_ 0,055; жел — ати МЗ 
32 8 

2 1,801, из = 19 С . 1498. Период функции 2л; основ- 


ная область —п < хп. Симметрия относительно начала 
координат. Нули: х=0 и х.,.:= 9. Минимум у = 


№ АТБ = —7,3 при х= — агссо$ ты — 0,421; макси- 
8 4 

мум у = -—- ^/15 = 7,3 при х == агссо$ — 0,42л. Точки пе- 

региба: х1 = 0, у; = 0; хе», з= Е атсс0$ (-„) ^ + 0,84л; 


уз. 3 == Е > ^/15 2: + 2,54; ху в= + Л, у 5 = 0. 1499. Пери- 


од функции: Т = 2л, основная область: —пхжл. Сим- 
метрия относительно начала координат. Нули: х, = 0 и х», з= 


= п. Минимумы: 0 при х = -—^ я 
А Ея при х = -.; максимумы: у= —-2 
4 . 3 р ‚ ” 3 
л 2 л Зл 
при х = — -—, у= — 4/2 при х == — их= -^ , Точки 
ы 23 з 4 4 


перегиба: х; = 0, у, = 0; х..: = Е агсут ^/ = =0,37л, 


уз = = №30 = - 0,81; хь, в == =(. —шывл/-- 


4 = 
= + 0,63л, ув = 80 $ 26,1 = ЕЛ, Ув 7—0. 1500. Пе 


риод функции: Т-= 21; основная область [—л, п]. Сим- 
метрия относительно оси Оу. Нули функции: 


1— 4/3 
2 


Хз = 


= агсс0$ ^ +0,62л. Минимумы: = при х = 
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=; у= —1 - при х == =л максимумы: у = > при х = 
= = т Точки перегиба: х;, з = + агссоз Е г 


^ 0,181, ура ^ 0,63; хз, ‹ = Е агссо$ 1—5 = = 0,70л, 


Уз —0,44. 1501. Период функции: Т = 1 основная об- 


л л 
ласть [->. *]. Симметрия относительно оси Оу. Функ- 


ция положительная. Максимум у == ] при х == 0; минимум у = 


1 л л 3 
= — при х = = —. Точки перегиба х.з = = — ‚з=—. 
Е. р 4 р 1,3 В Ул, 3 4 
1502. Период функцин Т == д; основная область Е. , > | 3 


Симметрия относительно оси Оу. Нули функции: х: = 0 
и хз = =. Минимумы: у = 0 при х=0и у= —1 при 


= . максимум = при х = = агссо —— 20.21, 


Точки перегиба: х.з == = - агссоз У +0,11л, 


а: 22-Е 0,367; уз; = 


1,2 А 0,29; хз, 4 = = агссоз 


= —0,24. 1503. Период функции: Т = л, основная область- 


3Зя 


0 < х=ж ля. Точка разрыва: х = т Нули: х; = 0, х. = л. 


Экстремумов нет, функция возрастает. Точка перегиба: х = 


= ет ‚и = ее . Асимптота х-= =. 1504. Период фун- 


кции Т = 2л, основная область [—л, пл]. Симметрия отно- 
л 

сительно оси Оу. Нули функции: х1, 2 м . Минимуму = 1 

при х = 0; максимум у = —1 при х = = л. Точки перегиба: 


3л 


4 
х 


м 
Ж,.2= <; 41,:= 0. Асимптоты х = 3 — их:=+ 


1504.1. Период функции Т = 23, основная область —л <х < 
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3 
«ол. Функция нечетная. Минимум ыыы = —0,58 при 


=; максимум у== хе ^ 0,58 при =. Точ- 


ка перегиба х.= 0, у:=0; х.з = ЗЕ Л, у, з=0. 1505. Центры 
симметрии (#л, 22л). Нули функции: х: = 0, х.з -0,37л,,... 


Максимумы у = о -- 2л при х = +=; минимумы 


у = св. - 2) при х = == ы*). Точки пере- 


гиба: х == Ал, у == 2Ал. Асимптоты: х я (& — це- 
лое). 1506. Симметрия относительно прямой х = 1. Функция 


положительна. Максимум у=е при х=!. Точки перегиба 


ха 1 . уз ея 1,65. — Асимплота у=0. 


1507. Симметрия относительно оси Оу. Функция положитель- 
на, Максимум у == 1 при х= 0. Точки перегиба: ху, з = 


= ^/-*- А +5 1,22, у:, а= [ей ^: 0,56. Асимптота у = 


= 0. 1508. Функция положительна. Минимум у = 1 при х =0, 
Вогнутость вверх. Асимптота у=х при х-=-{ со. 1509. Фун- 
кция неотрицательная; нуль х=0. Минимум у == 0 при х = 0; 


 /— 
максимум у = и- 22/3 —0,39 при х = >. Точки пере- 


гиба: х1= —2—%- = — 0,15, у: = 0,34 и хз = 2+8. ^ 
= 1,48, у:^0,30. Асимптота у=0 при х-—>-- с. 1509.1. Функ- 
ция неотрицательная. Минимум у= 0 при х= Ал (Ё =0, 


1-2, ...); максимумы у= -- ее" при х= ". фил, 


Точки перегиба хь == (—1)* = Ел, у = РН : 


1510. Функция положительна при х> —1 и отрицательна 
при х< —1. Минимум у--1 при. х=0. ‚ Вогнутость вверх 
при х > —1 и вогнутость вниз при х < —Е 15. Симметрия 
относительно оси Оу. Функция неотрицательная; нуль х = 0. 
Минимум у == 0 (угловая точка) при х = 0. Вогнутость вниз. 
1512. Область существования функции; х > 0. Нуль функции 
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х = 1. Максимум у = а 0,74 при х == е3 д 7,39. Точка пе- 
е 


региба: х == 28/3 д: 14,33, у = ее ^ 0,70. Асимптоты: х = 0 


при х>--Оиу=о0 при х—-- с. 1513. Симметрия относи- 
тельно начала координат. Нуль х = 0. Точек экстремума нет; 
функция возрастающая. Точка перегиба: х=0, у=0. 1514. Сим- 
метрия относительно начала координат. Нуль функции х = 0. 
Функция возрастает. Вогнутость вверх при х > 0 и вогнутость 
вниз при х<0; О (0, 0) —точка перегиба. 1515. Область 
существования функции: |х|< 1. Симметрия относительно на- 
чала координат. Функция монотонно возрастает. Вогнутость 
вверх при х >> 0 и вогнутость вниз при х< 0; точка перегиба: 
х=0, у=0. Асимптоты: х = 1. 1518. Симметрия относи- 
тельно начала. координат. Нуль функции: х =0. Точек экстре- 
мума нет, функция возрастающая. Точка перегиба: х == 0, 


у = 0. Асимптоты: у = „= при х—— < и у=#+-- 
при х-=-{ со, 1517. Нуль функции х = — 5,95. Минимум у== 
1 л 1 3“ 
=-—-+-— 21,285 при х = 1; максимум у = ——+—я 
+ 2 р уму 7 = а 
— 1,856 при х = —1. Вогнутость вверх при х > 0 и вогну- 


тость вниз при х < 0; точка перегиба х = 0, «=>. Асим- 
птоты: у=- + при х— — © и у = = при х>- о, 


1518. Симметрия относительно осн Оу. Функция неотрица- 
тельна: нуль х == 0. Минимум у=0 при х=0. Вогнутость 


л х 
вверх. Асимптоты: у = но в | при х—> — © аи х — 
—1 при х-> + х. 1519. Симметрия относительно начала 


координат. Нуль функции х = 0. Минимум у в. (угло- 


вая точка) при х == 1; максимум ,=-- (угловая точка) при 


х= 1. Точка перегиба х=0, у=0. Асимптота у=0. 
1520. Симметрия относительно оси Оу. Функция неотрицатель- 
на; нуль х = 0. Минимум у = 0 при х= 0 (угловая точка). 
Вогнутость вниз. `Асимптота у = л. 1521, Точка разрыва функ- 
ции х = 0. Нуль функции х = —2. Минимум у = 44/е =6,59 


при х = 2; максимум у = 1 =0,37 при х = —1, Точка пе- 
е 
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егиба АВ. у —= 8 ел = 0,13. Асимптоты: х=0 и 
р 


у=х--3. 1522. Область существования функции |х| > 1. 
Симметрия относительно оси Оу. Краевой максимум у = 


= 27 2,67 при х = 1. Вогнутость вверх. Асимптота у = 
= 1. 1523. Область существовання функции х<1их> 2. 
Точки пересечения с осями координат (0, |п 2) и (1/3, 0}. Мак-* 


симум у ^ 1,12 при х ЕАН = — 0,72. Асимптоты х= 


= х=2иу=оО. 1524, Область существования функции 
|х| <а. Точки пересечения с осями координат: (0, —а) и (0, 
67а, 0) (приблизительно!). Функция монотонно возрастает. 


Краевой минимум у не в при х= —а и краевой мак- 
симуму = а при х=: а. Вогнутость вверх. 1525. Область 
существования функций: хз 0 их >. Краевой минимум 
у = 0 при х = 0; краевой максимум у = л при х= = . Вог 
нутость вниз при х < 0 и вогнутость вверх при х >> . Асимп- 
тота у = . 1526. Область существования: х> 0. Функция 


положительна. Минимум у = (--) =: 0,692 при х = м А 
е 
^ 0,368; краевой максимум у = 1 при х = -- 0. Вогнутость 
вверх. 1527. Область существования функции х > 0. Краевой 
минимум у == 0 при х = -- 0; максимум у = 61! > 1,44 при 
х=е. Асимптота у= 1. 1528. Область существования: х > 
> —-1 х=-0. Функция положительна. Устранимая точка раз- 
рыва: х = 0. Точек экстремума нет, функция убывающая. Вог- 
нутость вверх. Асимптоты: х =—1 иу= 1. 1529. Функция 
монотонна при х >> 0. Краевой минимум у = 0 при х = - 0. 


Асимптота у == ‘(*---)- 1530. Функция положительна. 
Симметрия относительно оси Оу. Точки разрыва: х = 1. Ми. 


нимум у==е при х = 0; максимум у = 


— 20,15 при х = 
гы 4^/е 
= +3. Четыре точки перегиба. Асимптоты: х = —1 при х -= 
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—— 1-0: =1 при х>1-—0 и у=оО при хо. 
1531. Функции хи у — неотрицательны; хпии = 0 при = 
==—1; Ут = 0 при Ё = 1. Вогнутость вверх при Ё > —1 и 
вогнутость вниз при {< —1. 1532. Точки пересечения с осями 
координат: (0, 0) при #=0; (2/3 — 3,0) при ё = + УЗ 
и (0, —2) при Ё= 2; хтах = Ти Утах = 2 при #= | (точка 
возврата); утт= — 2 при { = —1. Вогнутость вверх при {< 1 
и вогнутость вниз при {> 1. 1833. Точка пересечения с осями 
координат: (0, 0) при Ё= 0; хшах = 0 при Ё=0, хи = 4 
при : = 2; уубывает при возрастанни #. Точка перегиба (—0,08; 
0,3) при Е = — 0,32 (приближенно). Асимптоты; у == 0, х = 


= — и и= к > . 1534. Точка пересечения с осью Ох: 


(0, 1) при Ё = 0; точка пересечения с осью Ох: (—1, 0) при 
{ = ©. Краевые экстремумы: хштш = Ои Уутах = 1 при Ё = 0; 
Хтах == —ЁРи Уши = Опри Ё = со. Точек перегиба нет. Асимп- 


тота ,=-. Вогнутость вверх при |{| > Ги вогнутость вниз 


при |{| < 1. 1535. Функции х и у — положительные; Хпи = 
= Ти Утт = 1 при Ё = 0 (точка возврата). При # < 0 — вог- 
нутость вверх; при {>> 0 — вогнутость вниз. Асимптота у == 
=2х при 1->-Р оо. 1536. Основная область: [0, п]. Точки пере- 

а л а 
сечения с осями координат: (-;- ) при {= —;[0, — —— 

2 6 /2 
при Иа, 0) при Ё = =: [ ый в р 


№2 ь 


(-;- о) при вы . Экстремумы: хтах = аи Утах = а при 


п л 

# = 0; ут = —@ при #= Е $ Хпит == —а при {= 55. $ Утах= 
2 

= а при м} Хтах = а И Ушт = — а при ё = л. Вог- 


нутость вверх при 0 < <-> вогнутость вниз при < 
<1+< я. 1537. Функции х и у — неотрицательные и периоди- 


л 
ческие; основная область 0 < а Экстремумы: хина == 0 


ий Утах= 1 при --- И хмах= 1 Я Упп = 0 при #=0. 


Вогнутость вверх. 1538. Область существования: # >> 0. Сим- 
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метрия относительно прямой х -{- у = 0. Экстремумы: хшт == 


= ны 9 у= < -2,72 при Пе ПАРОВ 
е е е 


==е при Ё=е. Точки перегиба: х; = — 4/2 г = — 0,34, 
= 2% м — 5,82 при =“ =0,24 и = 


1 
=: ——_ — Изменение знака вогнутости. Асимптоты: х=0и у=— 
[2 


—0. 1539, Функции хи у — периодические с периодом Т = 
— 2л, основная область —п < Е < л. Симметрия кривой отно- 
сительно осей координат. Кривая имеет две ветви. Экстремумы; 
хшт = @, у= 0 при Ё == 0; хшах = — а, у= 0 при Ё= = л. 
Вогнутость вверх при —л<Ё< —л/2 и 0<1< п; вог 
нутость вниз при —д/2 <{<0 ил/2 <<. 1540. Сим- 
метрня относительно оси Оу; уп = 0, х=0 при #=0. 
Вогнутость вниз. 1541. Параметрические уравнения: х = 
За _ Зав 
А’ тв 


тельно прямой у == х. Точка пересечения с осями координат 
3 3 
О (0, 0) (двойная точка). хтах = а7/4 ^ 1,594 при у=ау/2 = 
3, 3/е 
— 1,24; утах = ауУ4 при х =аУ/2. Асимптота хНу-- а=0. 
1542. Симметрия относительно начала координат, осей коорди- 
нат и биссектрис координатных углов. О (0, 0) — изолирован- 


ная точка. Точки пересечения с осями координат: (1, 0) 


Г РЗ 
и (0, 1. |х|ши == 1 при у= 0; = А/Я 


21,10 при |и| = ^/ 2 = 0,71; |У|тю = 1 при х = 0 | У|тах= 
АУ при |х!=4/112. 1543. Параметрические 


1—В 1 в 
я 


<- о). Кривая имеет две ветви, Симметрия относительно 


(—< <:<-). Симметрия относи- 


уравнения: х = ‚ где = {—< < а 
х 

прямой х-+у=оО. Экстремумы: хиш = 3/2 Ут А 1,89, у= 

= — 3/2 4 = — 2,38 при! = —3/Я =— 1,26; упах =—3/2 8) 


к = 303/41 при # = Уз 25 —0,79. Точки перегиба: х1 = 


3 — 
= 2,18, у; = —4,14 при ‘И - (7--34/5) = —1,90; 
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3 
554,14, уз 2 —2,18 при $= — и = —з М5) —=Ь—0,53; 


при Ё= НВ == изменение знака вогнутости. 1544. Кривая 
состоит из прямой у = х и гиперболической ветви х = (1-- 
ОИ, у=а-ОЧИ (—1<1<- о). (6, д — двойная 
точка. Вогнутость вверх при х5Ёу. Асимптоты: х = Ти у= 
=]. 1545. Область существования: |х| > 1 (1-- ^/2) == 0,88. 
Симметрия относительно осей координат. Краевой минимум 
191 = 0 при х = + 1 (1-- 2). Вогнутость вниз при у> 0 
и вогнутость вверх при`у < 0. Асимптоты: у = х и у= —х. 
1546. Область существования функции: г > 0, |ф] < а, где а= 


а 
= вое (—-5-). Кривая замкнута. Симметрия относитель- 
но полярной оси. Максимум г=а-- 6 при ф=0; краевой 


минимум г = 0 при ф = -- о. 1547. Область существования? 


0<9<-; [и <<, кок. Функция г— 


2 
периодическая с периодом т. Кривая замкнута и имеет 


д 5х 
три одинаковых лепестка, Оси симметрии: ф == ы! а. 
и Фф= = . Начало координат О (0, 0) — тройная точка, 


При 0 <$Ф <-- имеем: максимум г = а при ф = -=- и ми. 
нимум г = 0 при ф=0биф= -. 1548. Область существо" 
вания функции: |Ф| Е я ны 1$] 2. л, период т. 
6 2 6 3 
Минимум г=а при ф=Обиф= =. Асимптоты: ф = 


= = г ф= = 8 ф == =“ . 1549. Спираль, имеющая 


начало координат своей асимптотической точкой; г монотонно 

убывает при возрастании ф. Асимптота ф = 1. 1550. Область 
№5 —1 

существования г > Ра 


5—1. 


2 ’ 


< 0,62. Краевой максимум ф =я 


при г = минимумф = атссоз ^: агс 75°30’ пра 
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г=0. Асимптотаг со$ ф == 1 при г-+ -|- со. 1551. Семейство 
парабол с вершинами {1, а — 1) (минимумы). Точки пересече- 
ния с осями координат (0, а) и (1 = УГ а, 0) (приа<1. 
Вогнутость вверх. 1552. Семейство гипербол при а == 0 и пря- 
мая у=х прв а=0. Минимумы у = 2]а|] при х= |141 
и максимумы у = —2]а| при х == —|а| (2550). Асимптоты 
у=хих= 0. 1553. Семейство эллипсов при 0 < а < -{ ®; 
семейство гипербол при — < < а < 0; прямая у == х при а = 
= 0. Все кривые семейств проходят через точки (—1, —1) 
и (1, 1). При у > х имеем: 1) максимум у = ^/Г-Н а прих = 


=__ 1, елиа>> 0; максимум у= —^/Г-Р а при х= 


М1-Ра 


1 
Мт-а 


при х= + 1(а520); 2) вогнутость вниз. При у < х имеем: 


= 


‚ если —1 <а< 0; краевые минимумы у = 31 


1) минимум у=—^1 + а при р и если а >0; 
1 а 
минимум у =^/Г-- а при еее, если —1<а< 0; 
1 а 


краевые максимумы у = = Гари х = 21; 2) вогнутость вверх, 
Асимптоты: у =(1-+ \/—а)хиу= (1—^/—а)х при а<0. 
1554. Семейство показательных кривых, если а 520; прямая у=3 


= | 4 если @ == 0. Общая точка семейства (0, 1). Ми- 
нимумы у = -- (1 1 2а) при х= Е |1 2а, если а> 0; 
а а 


х 
У монотонно возрастает, если а < 0. Асимптота у = и: 


1555. Семейство кривых, проходящих через точку (0, 0) и име 
ющих в ней общее касание с прямой у = х. Максимум у = 
35 ае-* = 0,37а при х = а, если а > 0; минимум и == ае* при 
х = а, если а < 0. Точка перегиба х = 2а, у== 2427? == 0,27а. 


т+Питип 
Е 1559. ш+)дх 


Асимптота у= 0, 1558. 
ат \— 

х (==>) т+" , 1560. Основание системы логарифмов 
ттип 


не должно превышать ее > 1,445. 1561. Квадрат со стороной 
^№$. 1562. Острые углы треугольника 30°и 60°. 1563. Высота 
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в /— 
банки Н=2 и >, равна диаметру ее основания; полная 
л 
с0$ а -|- А/соз? а--8 
О ————— нее 
4 


где 2% — дуга сегмента и 2ф — дуга, стягиваемая стороной 
прямоугольника. 1565, Стороны прямоугольника а ^/5 
и 64/2. 1566. Если В > В, то периметр Р вансанного пря- 
моугольника с основанием х и высотой у имеет краевой. мак- 
симум при у = В; если # < В, то Р имеет краевой минимум 
при у = 0; если В = $, то периметр Р постоянен, 1567. 6 = 


ве еы ‚„й=а ^/ > . 1568. Измерения параллелепипеда 


Аз 


2ю 2ю ь К ‚1569. 4л 


А, —- 
43 м 4З 33 
+ ^/5) = 81 % поверхности шара. 157+, Объем конуса равен 

21 в. 1573. Если ша < 


9^/3 
1 
Е. то максимум полной поверхности цилиндра достигается 


Бе ии 
21 — ша) 


ее 
поверхность Р = И 54лУ?, 1564. созф= 


В. 1570. л8?(1-- 


удвоенному объему шара. 1572. 


при г = где г — радиус основания цилиндра. 


Если иа>-, то при г-= Ю имеем краевой максимум. 


3 
1574. р (УЗ —1) ЕР . 1575. 1; 3. 1576. Если 6 < 


а? 
‚ то максимум длины хорды МВ = —, где с = 


2 ь 
= ^/ а — $1 и точка М имеет координаты хи у, достигается 


= 


ОЕ 
при т ОРТ „=“; если 6> ‚ о 


2 
краевой максимум длины хорды МВ == 25 достигается при х==0, 


у = - ; 46. 1578. Минимум по- 
2 2 


3 
верхности достигается при г == й == и -— ‚ где г — радиус 
д 


у == 6. 1577. х= 
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основания цилиндра и й — его высота. — 1579. ф= 60°. 
1580. Трапеция, описанная около окружности. Боковые сто- 


роны АВ = Са =а вес, 1581. 9 = 27 ^/-* ду агс 294°, 


где х — центральный угол оставшегося сектора. 1582. ф = 
= агссо$ Е если атссоз -^ — агс в --: ф = ага, если 
Г. р 


|а0 3 ви | $т0 


агссоз-— < атс. 1583. ‚ 1584. АМ= 
р 


А и? -| 93 — 20 соз 0 
5 = 
=а (. + И. 5) . 1585. Расстояние светящейся точки 


от центра ббльшего шара равно х == ‚ всляа> 


ВЕ И 
3/2 
'+ (--) 
Ю 
ыи+вл/ и хза—г, если г Ю<а<г+ 


+В ^/ Е ‚ где а — расстояние между центрами шаров. 
г 


3 
а 
1586. ЕТ ‚ 1587. (223 -р 523), 1588. о и- ‚ где 
2 


# — коэффициент пропорциональности. 1589. агсёы №. 1590. При 
{ < 4а угол наклона стержня определяется из формулы с0$ @= 


— 1-- У Ё- 128а2 
16а 


; при 1 > 4а положения равновесия нет; 


1591. = —3; 6=3; у=з(1—х). 1592. ат =" 6 = 


2 
х 
== е° (1 — хо); с= е° (. —ж-- 2}. 1593. а) Первый; 


6) второй; в) второй, 1595. а) ^/2 ‚ (2, 2; 
6) 500000, (150, 500000) (приблизительно!}. 1596. — р(1-- 
9х \32 2 — 2х2) 3/2 3 — р: 
п п, НО. АЙ. 
р Г.) а 
(Ез хз — аз) 
— эксцентриситет эллипса. 1598. т где 
м8 5 


а 


— эксцентриситет гиперболы. 1599. 3 | аху!/. 
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а? 
1600. г (1 — =2 6053 23/2, где в — эксцентриситет эллипса, 
3 23\3/2 
1601. 2 4/49. 1602. о. 160. Г. 


е РЗ 273 — г" | 
и аль Е 
1605. + 7), 1608. ‚УГрие. 1607, ^2аг.. 


2а2- 

2? 1 ш2 
1608. 5. 1809. (=. = ). 1610. хо 680 м, 
1611. а парабола 27 ри? = 8 (&— р), 
1612. Астроида (аЁ)2/3 -- (61273 == с*13, где 28 = 01 — в. 


1613. Астроида (Е) (Е — 1)3= 2а?3. 1614. Цепная 
ЛИНИЯ =асВ >: . 1615. Логарифмическая спираль 


фр == тае” $—7/2). 1616. Е = па-- а(*— пт); п= —2а- 
и где = л. 117. х: = — 2,602; х.= 

0,340; х; = 2,262. 1618. х = — 0,724; хз == 1,221. 
1619. х=2, 087 = == агс 119°35’. 1620. + 0,824. 1621. Х: = 
== 0,472; х. == 9,999. 1622. х, = 2,5062. 1623. х: = 4,730) 
Хз = 7,853. 1624. х= —0, 56715. 1625. °х-э 3 1.199678. 
1626. х1 => 4,493; х, =» 7,726; хз в 10,904. 1627. х, = 2,08} 
Кз => 5,940. 


ОТДЕЛ Ш 


В ответах этого отдела ради краткости произвольная 
аддитивная постоянная С опущена. 


625 
1628. —27х — а м. ж— 12544 
10 и 3 
++ 30 и я. 1630. и Е 
2 аз 


Ф 


Е а 
1631. хх — Ош х|. 1632. ап; ——— я 
х й 2х 


1633. НЕМ ЗА. 1634. НЕ» и 


Е Е Е | 
И жа в. 
Е Ух р] 


5 
12 6,.— 3 3—- 
1636. ЕР. . 1837. 2- Е: Ут --— и 9х2, 
ТУх 


1 
1638. Ш [х|— зат! 1639. х— аг4ех. 1640. —х-{ 


= х—! 
—в хе | 1641, а |. 


ОТВЕТЫ 


атс х + п (х--А/ГЕ®). 
е хит | 
Хх 


— 


фи 


27 [2] + 


2 1% 1 
15 (=) ша 
1 


4х 6% 97 
1644, — . — 
ы а т 116 в 19 
1 х 
(>). 
1647. х— со х-- зшх. 


{ 
1 |, где {= 
дл 


—х — 4 ] — целая часть). 1649. —х— сах. 
1650. —х-- щх 1651. аспх- озих. — 1652.  х— их. 
: 
1653. х—овх. 1655. ш|х-ра|. 1656. -5` @х —з)ц, 
1 НИНЕ 
1657 —— и 35. 1858. —= 2-5. 
2 55 
——Ы—— о. 100. — юз. 
1659. к 2 | -— 2) 
1661 . агс{ (. ^/= ) 1662 Вы х 
Е 2 /* : 25 
2. м 1 3. 
х т 2 +43 _ . 1663. —— агсял ( ^/ >). 
2 —х\З Е 2 
1664. у "УЗ + 3—2 |. 1665.  —(е-- 
Й 1 
ее). 1666. — хп 5% — -—— 05 54; 1667. —х 
| (хх а 1668. ш-— 1669 &— 
Ха + 4 . . Е о . . — 3 о . 
л х 1 
1670. -«(+->). 1671. 2 КВ (2= 1+ 58 (2х — 1)]. 
1672. в ->. 1673. 2 -. 1674. ИТ 
1 1 
1675. = (1+ 9. 1676. 1 13—29. 
1 1 хз 
1677. ЕЕ ь а ь, 
7 ая 1678 4 аг4 в о 
1 м — 9 = 
1679. Ш. 1680. Зато е ^х + 
82 | м5 | - 
1 3 
1681. св —. 1682, ны у 
х 
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1 х 
] — атс Е 1684. ——.. 
1683 атс тя 8 УЕ 
1 | о ин 
5 ———___, 1686. — У 83 я 
1685. 1 з У 8+ 27 
1687. Эви х п (АТ УП - Хх!) (х (1-х) > 0}. 
ей 1 
1688. Загсуп ^/х. 1689. —>7я. 160.  шофа). 


ыы | 
1691. агсйр ей. 1692. — ш(е* + УТ-е#). 1693. — 113 х, 


1 
1694. п шп х) |. 1695. Е: #116 х. 1696. 


М созх ‘ 
1697. --1п|с0$х|. 1698. ш]&пх|. 1699. 3 Ут ых 
ах 8 сое Хх. 
1700. ^/а $112 х-- 62 с05? х (а 5). 
а? — 5? 
1 в 
1700.1. 1 08 х-- 4/с03 8х |. 
1 РЕ 1 
1700.2. м агст (4/2 чт х). 1700.3. . = х 
жи (2 снх- Ух). 1701. = Уи». 
1 {5х х 
, ——агсв | |. 1703. Ш — |. 
1702 75 агс в ( 5 ) п о 
1704 шт (-+-) 1705 п —— 
. 8(-5 а" : о |* 
1 62 
1106. 2 агс4в 2®. 1707. и пл т = 


р Е ИИ 1 
-- ЗВ х - СВЕ х ). 1708. ЗУШх. 1709. ии: х}. 


1 2 
1710. —__. ти. — 1132 (х-- ТЯ). 
агсу1п х 3 
1 Хх — 1 1 
1712. =— 1 ——_—. 1713. — 
7 272 агс19 РИ 2 х 
м хА+1 1 
ха ———————_. 174. т етиииы 
хи 1 15 (® + 1} 
2 
1715. т ш ("+92 -|- т +) при 5—1 
1 1 1 
Я при п= —2. 1716. еше. 


1 2 1 
ИТ, 7: агсп (^/= этх ) . 18, 2. атс (102%). 


34-2383 
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1 37 — 0х 
Е „ит. тт 
! о о УТУ й 
1721. пя нь о О, 


п 12 
1722. —х—ош 1—1. 112. т а-ячна + 1724, 9х— 


Реза 1725. хрша+м. 


17. З_ш|-2+ 
м2 ^/2` —х 


= 1 1 й РИ. 
49 (1—х)8 ‘ 97(1—х)9 ° 5 4 Е] 


++ 1%-- И. 1729. + 178 — (х— 1)3/], 


2 ш [2—2 |--х. 1727, 


бла 8-- 30х 
375 
1 


Е] Е] 
1732. —— (1-22) — -— (1-- 41). 133. — Ш 
а, вт”) я 


{2 — 5х). 1931. (1 — 3х), 


1730. —_1+ 2%. 
10 


х—1 
х--3 


агсё8 
2 2 


ага —^—_. 1737, 
^З 


пм. Гы 


3 


® 


ев | . 1735. ат вх— 
х-+2 


1 #258 | _ 
10 д. — . и 
ЗВ 18, Ре = а. + 

(х+ 2 2+ 2° (а-В\(х--а)(&-5) 
2 ха 
(а— 5) х--Ь 


—- асы =) (21318. 1741. -— — пох, 1742. -® 
а а 2 4 2 


1736, 


} 1 х 
1740. ——— {| — мя —— 
+ ьз ( ь ь |.) 


а? — 


ее Уп2х. 1143. -^_ соза— 1 уп (2х-- а). 1744. ни п 9х— 
4 2 4 4 
Е д 3 5х 1 
——— пвх. 1145. Зи —--— Ч —. 148, —— 
16 6 о 5 6 10 ь 
л 1 5л 1 
Х с0$ [ 5х =) — с05 (+ ыы} . 1747. — со х- — 
(. и 12 + 2 г 12 + 3 ь 


Х с051 1. 1748, шя—- ях. 1149, > &= - эт 2х -- 
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1 х 

- ити яп 4х, 1150. = я — 511 2х +— — 811 4х. 

1751. —х— сх. 1752. р: 11 | с05 х[. 
3 3 1 3 

1753. —— — — —х 
16 с05 2х РУ с0$ 4х + —— 48 соз бх-Ё 128 

Х 60$ 8х -- -= с05 12х, 11754. их — сих. 1155. — же + 

1 
т | «| — + — о мых. 
Е 8+ +). гы 2 с05% х НЕ 
1 
1757. т |5тх| — и $11 х 1758. 1х Е 453 х. 
1759. х= ш(1- ="). 1160. х--2агсше”. — 1701. г + 


1 1 2 

+5362. 1162. =. 2. 8 ук 
1 

1764. м 38 2х + = 4х. 1765. — (В х-Е сх. 


1766. — (9-Е 12х-- 1421) (1 — х)*8. 


1-- 55 3 

пе. АЙ (1 бла. 1168. —2_ (324-854 3) Х 
6 600 ( д) г {32 + 8х -- 3х) 

ха. 1769. —5 6+4 +39 “тя. 

то. — 6-25 (р баз. ИП ([+-яея+- х 
1000 7 т 

Хх мах) 5х. 1772. вх +. 


1723. ях ати. (2+ 9 УГ ВЕ вх. 
1775. хе -ро шт”). 176. хат =). 


ит. (ага МХ). 1118. —_. 1. > Я + 
мт я 2 
Чт х--^/Ы—2 |. 1780. > + - эта, 
А 1782. — Ми 4-ааят -—^-. 
аа? х2 И 


1783. === МЕ@а— =) ++ За? агсут ^/-= . их 
34* 
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Х агсзт ^/ в... ив аи. ею 


— $3 
+——- с парез и. 1986 -^ утих 
ь—а 2 2 


х№ р Ма -Е 3). 1187. = мах — 1в (х-- Иа). 


1788. У —2а ша + Уха) = если ха; 
= Ма 4 2а п (Ма У; а). если х< — а. 
1789. ош (Уха; Ь), если х+-а>0 их Ь> 0; 
2 т (/—х—а+\/—=— 6), если х-а<0их--Ь < 0, 
1790, АЕ МЕ+9С-ы — в ПЕ 


+ М; Ь), ели х-+а>0и х-{ 6:> 0. 1791. х (пк — 1), 
179. И (м; т = 1793. — (ив х-+ 
1 в! х 


4+-2тх-+ 2). 1794. г Е 1 +5). 1795, —(х-- 


Чех. 178. —_7 


(#+=+-)). 1797. м =». 
1798. хзшх- с0$ х. 1799. В ны иль 
хз 2х х 2 
1800. хенх — $6 х. 1801. | — -- —— 3х — [| —--— 
( тиви ) Ель 
Х сн 3х. — 1802. хагсы ;—-ва+ 1803. хагсзшх-- 


ПВР ЛУСНИНЫ з С] 
+ Ут Я. 1804. Р-Р веыа. 1805. —^х 


1-м й 1 
хм = але х. 1800. — АСУПХ о] ЖИ , 
х 


1807. хш («+ УГЕЯ) МТ. 1808. х— и - 
а ‚ 1809, — УХ (1-Х гс 4. 1810. па |- 
—х 


— сх пыл, 181. 0. 1812. х (агсят х--2Х 


‚2 
хм! — 9 асйпх-— 2х. 1813, Е г х)* — ха х-- 
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1 1 1 хз 1—х 
— т(1 . ВМ. м —ф- м -|-ш| — 
ВЕ п (1 - 2) Е | Е |= 

1815. УГ ш (5+ УГЕЯ) —х. | 
Ут ш (+ УГЕЯ) Ы 

1 х 1 

а ага х. 1817. В+) а тт ата == (а 5 0). 
1818. — „ \я—я Ро ак 


{а 520). 1819. —-х 
х уе вы уа |. 18. и х 
хуя ш (+ а: *). 18321. мак 


м —- 1822. (МЕ. 1823, 26-Ю МЕ Х 


ый — {1—х) гатс 5 х 
Х с05 Ух —6 (2 — ху п \х. 1824. ——_—_—— 
а: оУГЕЯ 
1-х) вагс * х 
1825. ————_. 18260. — [чп (пх) — с0$ (шх)]. 
2-х 2 у 
х а со$ 6х -- 5 п 6х 
1827. — [51п (шх) -1 с0$ (т х)]. 1828. ——_—__А0А_щ а. 
5 [т (шх) - с0$ (1 х)] а ы 
И Ее 2х 
19. 056 д 1830, 2 мп 2х — 03 25). 
а--ь 8 


1831. 02 — ет возят э+-- 6х 1832, —х- 
+ 11 (1- 2) — 27% агсейя (2). 1833. —х-+ ая хЛа(е т | 


1834. хх Ш оз]. 1835. -“__, 1836, 


Е 
Е 
х шее (х (А/к а6 > 0;— 511 | анк АУ |, 
а а м-УЯТ 
—1 
. 1848 — 
а | . ы 


а (+1 а 
р х8 | (^/2 —1) 
2-1 | 


хш (Е Е агс1о = 1841. = х 


если аб < 0. 1837. аге ——— 


2 
УТ 


хш 839. 


х—!1 
т ыы 


0.1 
2 


Х ш(я — 2хсоза -- И < а агс в ый {@ ЗЕ ЕЛ, Ё — це 
ша 
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лое). 1842. 4" (9 — м2 + ——- 


1843. ня ш {19+ 1—2). ыы п 


Е 
эт” 7 

Ззтх — 5505 х 
п х — с05х 


[а] и 
1845. агс х ^^ .1846, 7 = (ХМ Иа ь 


если о т если ар>0и 
—= а 


Ь<0. 1847. агсзш^ 188 Ш ++ мех |. 


1849, зн" (-++/. ны. 1851. — МБ -- 
: х—1 1 — 
ми 2—1 ПЕЙ ео 1 

Ча г агсзп = . 1852 5 >. (=+ я ниях )+ 


ЕЕ: 1 4-3 
Мхи. 1853. г агсз{л —^. 
У 242 м7 
1853.1. агс!п а . 1854. - ран Ия 
ИНЬ Е ЕННЫ 23 —1 
ия. 1855. и. +е— ао х 
2 р 5 


1856. 


ИА Е ЕЕУЛИ | 157, Е. 4. 
х 


1 ‚ х—2 1 ^/5 —1 
о. | ст =). 1858. —— Х 
2 11/5 (++ 2 2 2 м2 
1х атм) 
1-х у 

5 1 М5 1 _  Ж7 
>42). 1800. — п = 
5  х-2 5/5 1-2 | 6 


(е-и > 4/5). в. -- ури += т 


4 
2—1 1462. Г (-- 4+ УЗЕяНЯ + 
8 2 


хш 1859. ао (х| > 


Хх агсп 


ЕВЕ 2 и ее, 
+ Ма = я. 1863. ЕРуяти— —х 


хи 2-1 ИЯ -т| 1864. — УЕ + х 


ОТВЕТЫ 


р тя 
ана ие ;—х 
№5 ы 


(-1=2) 


1866. ш|х— 21- ш|х-- 51 


з — 
И |. | 


х 
г] 
1867 м | 1868. ЗВ ине ЕЕ 
2 хоз 9 8 7 
5х8 115 214 43 хз 85х2 1 
— И 
6 т 5 4 т 3 2 + т3 ы 
х—1 


хм 


1 9 
а |, 1869. х-|- к М В 


28 1 8 х 
— Ш х—3[. 1870. х-- —— атс х — —— асе —-. 
И | | + - | З 8—5 


я 1 


1871. ——_—__ — шт . 1872. 
= + 5 о 1 + 
1 5х —6 х—1 
— 18 —1|. 1873. —— 4 п . 
+ 2 х — 3-2 ы х—2 | 
1874. Эха -|- 50х -|- 68 = 1 ы | 10-2 
4-2) «3 8 (Ез)и 
Зх? -- 3х —2 3 х--1 
1875. ——— Ш . 1876. агс ах 
8 (х— 1) (х-- 1} + 16 —1 | ЕЕ 
5 ж--1 1 1 (Хх 1 
Ш. 1877. — + —_—Шш——_., 
- 5 4 7 о ВЕ" п я 
1 
1878. — — агов (х— 2). 1879. ————-— 
жи 8—2) —— и х 
(х— 1} 8 
т —— ас! 1 Я — 
хш 2 55 агсв (х-- 1). 1880. ш Е < 
з 
же 2 агс4е ВИ 1881. ви Ш —_@4 1 + 
А! 3 6 №—х-1 
5 | 
м3` 3 
1 «— 1 1 2-1 1 
1882. —пф- ато ——_, 1883. — 
6 мар! | ^/З ь т а.“ 
Ра Се ВН агсёа х. 1884. 1 п Иа 
х+1 2 


44/9 х3—х4/9 -|-1 
аа = с 185. ря 


2/2 д 4 мфх! 243 
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ре /3` з 
Хх атс : —. 1886. — А Ва 
х^3 43 1—3 - 2 2 
1 1 1 
Х агс4 х —— агср х3. 1887. ———__ ы 
6 5 ь 6 (1-- д) т и 
2 
х ео, +— Ре ВИ асе сое. р 
1—х-х 2 3^/3 3 
— 1)? Е 
1888. ЕЕ —&— Е не. 1889. 2х 
6 эх 1 ^з Аз 
ж-- 2х2 8 2 
хе асы («1 — -— ас @х- 1. 
Рае ОЕ" Е (И Е & (2=-| 1) 
а х--2 1 
1890. 24-25430. 1891. — ТЕР 
ыы Зее Кв Х 
2 
хт = |. 1892. аи Е 
х—1 зе-у 9 я х-1 
— Е 1893. ЕЯ 3 ага я. 
3^3 Е Зет 
1 х 
1894. — расе (1. 1895. —— 
х-- 2х 2 в ве 4 (*- 1) + 
$ =: 
ты - с 3 В 
16 2 ж —х 49 а 84/2 я—1 
— 13 
1896. ыа +! &«— 1) в: а 
ЕО › ж--х-1 3^/3 
2х ги. 7х8 — Их 21 х—! 21 
{ „19. т ыоь 
ВЕ 32 (* — 1} 128 х-- 1 64 
х8--2х 8х8 -- 8х2 -- 4х —1 
рх. 1898. ——— 1899, ————_—_—_—_—_—. 
ыы ия и 28х18 
х 2х--1 
1900. ——— — — (весь интеграл!). 1901, 
ж--х-1 ` ре 3 (х2--х--1) 
+ ь агс4е Е. 1902. ау - са = 268. 
3/3 ^з 
1 3 3 
1903. — 
96 (х — 1!) 97 (х — и 98 (х — 1)88 
Е ЕЕ 1904. В = | --е агсфи х?, 
99 (х— 1)? 8 и 
1 
1905. ны 1906. ре 


43 д/з 12 фа 
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2 —— 
Х ат м’ -- Е Е 1007. Вай а 
23 3 ие. 
5 
Е 
м--1 100 19 — |0 210 
И ЕН ). РЕ, 
2 -- 4/10 4 4 а -+ 2) 
2 1 1 
ас (40. И. —Х 
10 (9 -- 2х3 -- 2) 10 ЕО п 
1 Ра 
хо т) 0). 192. — (сео х" — ) 
(и шие 9) се (тв . 
1 х19 1 1 
(1520). 1913. ши, м Хх 
20 9-2 10 (хе) ° 10 
10 
о м Ре а 
хо -- 1 7 (1-х) 5 
2 — 
хш хм г | 97. акы А в, ШХ. 
Е АЗ РТ: ^/5 
хи 5) +2 рю 1 и. 
2%. (1+5) х--2 442 2-х? 4/2 4-1 
1920. агс{е хака хз. 1921. ИЕ 5- КЕННИ - 
3 (П—1) А (ах рх--с) п 
21—3 29а 2х--1 
—_. Ти-л, где А —= 4ас -—- 6 = м 
и т бах 
2х1 гей 2х--1 
я атс т. 1922. [= 
3$ (ее х- 1) 3/3 Аз 
РРР. 2 
и АНЯ (-——+ 31:—-В — 
(6 — ати т 625 : 2 


. р®) 
— 81114) пло =, 1923. — ке 
х--3 Е (п) (х—а)"-* 
&==0 


Р® (а) 
ш |< — а]. 1924. Ю (д =Р (2) + 


м 
420 
-- 2. у ея в где Р — многочлев, 
„Сем и 
=} |= 


= а; (=1,..., #) — корни знаменателя и Ау — постоянные 
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п 
коэффициенты. 1925. ее у ВЕ: (. —2 Хх 
21 = 21 


п 
Косов -—1 +8) +). ев х 
2в п = 21 


ате м . 1926. 2х —0ш (1--4/х). 
—л 


3 
ют. в и о з 
ь (1+9 а-Ух-+27) 247 


6 
хака ТИР. 1906, Ви чииШи +х 


т 
хш (и -+2)--— 27 ака ЕТ 1 УЕ 1909. 6 — 
8 ^7 


Хх 


И -{ 2) — багс &, 


4 в _ 
(+7) — 1+УЕ 
Е эт И = 
ы ++ . шт | Р^/Я-Т|. 1932. р р 
ОИ ЗОВ РЗ ИОН: 
1+8 42 11/24 242 


ее 4 ние 
Бы Я, Ч 
х 


где == ИЕЕГ. 1930 


1933. — 


Х агс в х 


С х— 6 


1935. УЕ —--% Ня — > х 


х—а 


жи(Ух-+УГЕ Е). 1997. — ты МТЕЕЕИ —х 


эха --х--1 
х-+1 р 


хш (5 + ГЕЯ) . 1938. — ш 
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2—х 


1939. 27 Ша. 1940. + Шш(--1-9)- М8 Х 
3(1— д) 
мт ее ‚ вА-/ЯТЕТЕ = в 
1+ 2х + ха 1—2 
агс п 5 + ш Е И е я 
ХИП —-И аи а. — Ех 
8 5 6 
ХАТЕ — 4 агсз1п . 1944. Сы 21 ж-- 
256 128 
21 9 х в ыы 
м ).л — 12 (4+1 #2). 
И э я +УГЕЯ) 
а%х ты, ав 
1945. [| —————— о —— акс 
( 16 24 У =) у +— 1а р 


1946. (-- — 437) /я--4х3 66 ны. [ 
—. } 1/1 2х2-{-1 
194. Гы Та т 
—- У + а. 1х1 зи Х 


хмя-г. 19. 8 ри х 


А/ хз 
хш 5 аи. . 1050. 3х5 х 
х—1 8 (х-- 1 
ЖА — асы, где х<— 2 или х> 0. 
х 
мт 2х— д 
1951. да(саз 66.) = Вайс: -ЕЗЬТа, (290). 1952. — Ш 
в 2х — 2 1 
Ре. - 1953. — 
2 1—х | х 
5 а ЕТ | У 
—— 
1954. Мея 


1 НИНЫ 
+ (++ +УЕЖГ)+ 


нЕт | 1955, + х 
2 х-+1 


агсзт ^^“ т. 


ОЕНЕАНЫИЙ 1 
ХУ! 2—2 — ет —— — = 
Ут 4/2 5/2 пя“ 
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3 — 4х3 

$956. — ЕВЕ, — 2 агс5ш ыы 
х—1 1*—2| 

1 х\ 

х<1 или х>3). 1957. ——— аа 
о =— 

1958. Вы т | 

242 Хх — МАТ 


1959. 


х ие 1 п ИГР а-+х 4/5 
2-я 4/2 ТЯ —х 4/2 


1960. ш(- Ия -2) — асс 2 


х 


1 
. 1961. М5 х 


| 9-0 2 УЗ РИ 
(2-02 — УЗИ 
агсз п = — У агс4е Аим Е 
(1—х) 2 ^/6 
ака ВА 1963. РР тя ВЕ 
№5 — Маф зе! 
1 МЕ! 1 
^/2 РЕ (х— 1) 4/2 ^/6 
ем #4102 — УЗО | Ри 1 
Мя—х--1 64/2 
8 Уи И 1, 2 Б 
Убе Зоя! 
1966 И аа, ле  г=х- 
| 2 (22-1) 2 122 - 1В 
Их. 1967. ь = |-- ао где 
1—2 — 9 Е 
г = - ; 1968. - [- [(2— 1) 


ее 1 —фе— + е-и+е-им ы 


1 Е ЕЕК ЕЗРИВ 
уши, где ах 2°. 


5 1 3 
1969. — ве и) бе и щие 
16 Н = МЗ 
т 21 — а. ш|2- 1, где ЕН 
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2(3— 4г) 2 541-22 
1970. ив ЕЕ 1 Е | 


ще 2 + (Я. 1971. (Ут + 


ЕН 1 хм 1 Е жа 
1 |. 1972. — 4: 
-- Ма р п | 2 
— Ь‘—— 
г] 
р ы (. ве И о 
32 24/3 —У 122 --1 
у 98 
Х атс =). где ные Вы: 1973. АТ - 
24/3 —1 1—х 
— мт — = мемп а 1974. Ух +-х 
а-я 2 
Ш. 1975. В 1)8/2 
@-+х-2/ТЕя я )? зи + 
+ 0] — — Е - 18 — 57], 1976. -—= х 
„хм 1 хи Ут 
я. 1977. — == п Е ВБ . 


1 | з—1 —_ 
1978. 5 ист, дует (#1>/ У —1 ). 


ти ин ха (21-м ет ) 
ы жа я и-ЕТ. 


Пр ИтНЕ, 1-2 ВЕ 
ХУ РЕ узи +0 1 


1 
. 1981. — 
1 3х 


+ АТх) при х>0. 1982. = 518 — 4х1 -|- 18х16 |. 
3х6 3 
г 16 —- #8 — 
ат 21 агс4е х Г. 1983. 5 28 — 228 -|- 32, где 
= 5 
а=А/1+уя. 1984. —:+—-2- Е, ие 2= 1-я. 
1 2-1 1 22-1 
. и ——_—__ ИТ 
1985. 6 п ея МЕ: агсе Из . 
Ё—_—— 
1 2. 
гле 2= ив: 1986. т п Вы. < 
х 4 2—1 
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1 
— 5 ат», где = Що. 1987. пи —_ 
2 


и 2+1 22—1 
2—2 --1 2 


1 
1991. Ш вх + 5 9 х. 192. ——х 
т2х И ах 1993 —{—х 
хя Г 48 ; . х 


1 
х Ят2х - = п4х — 8 $118 2х. 1984. Е — = 
$112 2х 5115 х 257 х 
т 1995. ыы РОВ аВЕН 
к 48 5 7 ы 9 


с0$ 2х с053 2х с058 2х | 
я ————— ——ы———. 1997. 
19 64 + 96 320 3 <053 х 


с05 х 
2512 х 2 


+-- в м. ) . 2001. —8 с 7х в» 


х этх 
+8 —|. 2000. 
ы 2 2 с053 х 


4 2 46? 
ВИ. БВ ЕТ 
4 2 2 
| 1 х 1х 
2003. —— Ш —|. 2004. Е 
с05х 3 с0$3 х В 2 | 4 
453 46° 
— — — 111 с0$ х|. 2005. Ще - + 


5 ЕЕ, 
+ чех 2х 108. В. 207. —2 ая -- 
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2 — 1 (1+ 0 (1- 8) 
ыес зх, 008. А Е 
+ $ Ух 2008 с" има 
— 8 
= агс4е Ее где ИЕ зшх. 
2 14/3 
2 с < 
ЕТ. се ага у, 
22 й— 2/2 1 ^/3 2—1 


5 — 
где 2 = хх. 2010. их 


2—2 --1 2 
Х асы ее где 2=УщХ. 2011. [в = 
Е 

ЕИ п + п 1 Иаы п х с057 2х ТВ 
+——— Ки 1в= ов хм о боязиА я — 
тя К, = --пясойх +--х 
Х зшх с0$8 х -- т $1п хсо33х -- 128 ры 
зо, а т лы 

т ат 
И мы К ПЫК 
2013. оз а 2014. а 
ти 2015. вв — ее 
с ее = . 2016. 5 Хх 


Х с08х — -- соз (х + а- в) > с0$ (3х а -+ 5). 


х зп 2ах т 25х 512 (а—5)х 
+ 8а + 85 + 16 (а— 65) + 
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12 5 3 
Е. в. она + 


16 (а--5) 
ИЕ 6х А 50$ 8х -- ее с0$ 12х. 2019. ЕВ 
48 128 192 у ° т(@а— 6) 
1 Ь 
жи |, если эт (а — 6) =20. 
т (х -- 5) 
РН ть Е ит , если 605 (а — 5) 520. 
2 с0$ (х -- 5) р 
2021. т Е] ‚ если 5ш(а—5)=0, 
ев 
и . 2023. 
2022 а п а (с0$ а = 0) х 
со ——— 
2 
х—а 
0$ 5 
хи —_—_—_ ($та50). 2024. — х-|- сах. 
ха 
с5——— 
2 
С05 х 1 
—__ ] 0). 2025. —— 
хш а (паз 0) м х 
Хх 
3—1 ы 
В 
е 6 (1-Е с0$ хз 
2027. Е 5 @ пх- с0$ х) -- Е | 
агс15 2 2 
ТЕ . 20 О От росс р 
+ я ) 28. а) енг х 


1 — 
Хх ина (А в). если ох< в 


1 2 сов х 1 ^/ Г пх 
6) Г 1 ее ‚ елие>Ьь 
1 = 1 
2029. х— ое агсйа (^/2 4х). 2030. и х 


ах (252) -12 1 
Х ас =) . 2031. ев + тета агс{5 
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1 
(ав 20), где г=щх. 2032. -5` (пя — 608 <) > 
РИВЕР РИ а о О а 
24/2 а (ап х-- В со$ х) 
Е В р 
2034. — 1 + с08хй ана ( 205 х Ея я ). 
Г 1 — Чпхс05х ^/З ^/ 3 зтх 
2085. то с (=). 2036. 1 | ох 
4 [2+4 
н — в ] 
Х агев — 2—2 аге | 
44242 4—8 |’ 


я ^/2—з1т2х 
2/2 М2 -+9т2х 
2038. = агс{а ($11? х). 2039. агс (; С =). 2040. — 


если и = 2х. 2037. 


г 
4(22--2) ыы 
1 


3 г 
—— агс4е ———— , где 2—= фи х. 2041. ———— 
В 43 Е ь ^/ аа в? 
|.) 


"(=+3 где со$ ИНН ЕЛЕ 
2 :) 7 уяти уа-ь” 


2043. вх, 2043.1. 0.1х-Е0,3 1 [51 х— 


х Ш 


3%, 5 ; а — а16 
— 350$ <]. 2044. ее х--3 соз х|1. 2045. — ке 
х ИЕ ааи [4 (+5) ‚где с0$ ф= 
ии" Е ЕЕ". 2047. —= их 
| 6 +1 х 
х Ш |$тх—2 с0$ п = . 2048. а. 
—- 18 (+= )-5 = (2 Е япх-+ созх). 2049. : х 


м +3 (2 н 
Е п |3 91 х--4 с05 х— 2 | о щи [МММ 
5 | —8(2ч: ы — 


НЫ 


2051. —лх-- 305 х--24/8 Ш 


2052. — Хх 
г 
35—2383 
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У 1+2 


8 2 
Хх (<шх-[ 3 с0$ х) -- — | ———_ 2054. ——Х 
5 5 УЕ = 3 
со ы + 1 2х. й 2055. Е: агс4я (Япх— 
4 2 —тх 5 


1 1 №8. ах + с09х° 2058. в ы 
Е 7 — 2 пх— 05 х. 42 
4/2 (т х- соб х)-+ |-- а а 3 4+- №2 (т х—с0$ х) 


А/2 ($тх-+ с0з х) —1 45 ия А/3 ($1 х—с0$ х) 


Хх агс в 
— 2605 х)——— 


хп 


25тх — с0$ х х агс4е 2 ) 
20 —_—_—_—_—_ ВИ |). 
ь 10 (Чпх-Е 2 с0$ хз 10 ^/5 в (- + 2 
2059. я в=—_ 13а, С = 

(п — 1) (@*— 5) (п — 1} (а — 5?) 
И. Зы ЗЕ и МГ 
{п — 1) (28 — 5) 2 108 х| 

2061. ЗЕ — 1 их к 


2/8 их Ущкн 2 
х И ЕЕ к (ех>0). 2062. ниве (-9мияея 
2 МЕ 
и. тх- 505 эинох). 2063. — езтх 
2 . р — {1—=3) (1--= с0$ х) 


2 1 —е х 2 
ас ——ю—-|. 2064. ————-х 
{1 — 22)? «(^/ +2 ь 2 ) псоза 


х (с к у. (бо р зе (со а 520). 2065. (н=2/ищх 
Жана НИЯ. и, где п>2 ибазт = Х 
я — 
‚ха \" хз х 2х 2 
т}. 2068. 3х [о м 
% 2 ) : ( 3 3 + 9 27 
2069. —е-* (х2-- 2). 2070. -<=—> ры < 5х + 
5 25 625 
я 12 24 а й 
—— $п 5х. 2071. (1 — 102 -- 4) Уп х— 
+( 5 125 г ве} ‘ ) 
— (20х — 443) созх. 2072. В (изм 62-6). 


2073. 21 (6—5 ХВ —бОР- Е 120), где Е=4/х 
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1 а 05 2х ++ 26 п 26х ] = 
2074. “|1 6608 265 2051205 1 ем 
[ тт } 
х ея ‚ 2076. ^х 
а в? а? 96 2 


хЫ (Ям х — 60$ Хх) - с0зх]. 2077. рен х-{ со х) —2хх 
ХЯпх-+ (тх-— с05 х)]. 2078. е [= (2 т 2х -- 
- с05 2х) + (вах — 30525]. 2079. и я+ 
- 3х2 со х—х ( их -- аи 2) —( соя вова) — 


- с05 х. 2080. + А/к зп (2х) +-— 05 (@ ^/х). 
| 
12 


2084. + шеи (+2). 2085. х— 


2082. х-- 


— п (1+ =”). 2083. = — ш(1+ 2”). 


= 8 
31 = =} — гв ке 
п {1 28) УГ =} — загсые*®. 2088. х+ и 


2087. — 2 агсяйт (==). 2088. ш (е* -- ^/е— ТТ) -| агсат (е-*). 
2089. Ме 4—Р ош (ее ее 4—1) — 


— агст Е . 2090. — ея (УТ ей — 1-е) 

4 (ау а+уГг=) - 

аз ал 

ИЕ Е. 2093. "(:--—). 

21 п— 1)! х 
2094. ее — 1 (27%. 2095. г“ (22-9 — #21 (2—2), 

ех еах 21 32 
„2097. а м )-- 64% х 

р 1 2 (#+ р 2 а 


ЖН (2—4). 2098. х [пб х— п ША ха п 1) Ш"... 
+ (— ПП —1.. 2 шх-+(—1й п]. 2009. 2 (№.- 


3 3 3 1 
—— 1х -- — Шх —=). 2100. — (м + 
4 ь 8 32 2х" 


+= шах > шх-+ =). 2. шото ше+о. 


3102. хп? (х -- ТЯ) —2 УЕ («МТ Я) + 2. 
35* 
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2103. —— + ям (УГЕ УГ) + 2 нема х 
тх — х 1 
р ва 1 =). 2105. —— 4 — 
ЕН. п (+ УГ) о 


Хх п (1+ 2% +2) маи + у. 2106. —+--х 


хм (1+ 4) + у. ага ^/Е. 2107. = ия - 


уе ВЕ ] 
РР влез а — 2108. = +(+->)х 


— х? 

Хх агс&т ^/Х , 2109. — = м“8—т +-2— мес. 
х 
в 2 х агссоз х 

2110. 211 — Ух 1-- х) агсш о ————- 
И - #1 +0+3 Е Е 

—_ агссо$ х 1 1+ х 
— Шт Щ я, 2112. {-— № . 23. «- 


мт 2 1—х 
5] 
т агс{в =) И-П. 214. х— 


— агс4я х-- ( 


— Хх ЕН 
НЫЙ 2115. —ш УТ -- 


х 
2 1-х УЕ = х 
х Ш УТ Я 28. —- + м .2117. + + 


з 
те. 218 к сна, 219. Е Е 


+ 


АР. 210. певх. эн. хан 210. 0.5 ("+ 


-- Ме" Т) + агсзш (е-2*)]. 2123. = агсйа За (2 +В Е 
Шх—2 20 
Иа '). 2123.1. эс те Зы 
= м З/П 
зв —— 
Х агс в Е . 2123.3. — 9 В вх — 46. 
п 7 7 
2124. 2 снах $т вх $В ах с05 Бх. 2125. СВХ созЬх-- пах тьх : 
а -- м аа 
1 | 1 х-- хз | 
2126. — — —агсх. 2127... ———х 
5х5 + 33 х ь 8 (1—2 16 
а 2 
хи 1+ |. ов, + 
1[—х 43 1—3 243 
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Х агева | =. 2129. 2х ЗУ -6 Ух 6 ш(У ++ 


+ е>о0. 2130. —5: 45+ 10х-+ 841) ^/а=я -- 

а << 29 — 2 Уи 
т, 

ЕЕ (х1< 1). 2132. 5-х (#>0). 


1х1 
1 1 
2133. 5 ® — 44+ 3 УГЕЯ. 2134. к 11 


2—1 3 / 1-х 
=> агсё — где = —. 
3 С 3 . 2 и - 


о 
12а 


2135. — ео | 2136, --х 
т. 
аа Е, а 2 = Уи -2х 
№? # 

Хх агейп х (х1 < 1). 2138. — @+ ны Ро ЕВ 

+ ау (450; +<—1. ана, — ОЕ _ 
| и+ 1+2. 2-21 

_ 0 й ‚ эмо, — 2 
2“ С + 8 анеы Е я “ 

х ^/ —Я-- 8—2 +(2+ Зх -=) агссоз (2х—3) (1<х<?). 

2141. — 2+ = 1 (4+ 49) 2 ге — ‚ 22. — = х 


Ж ато х + -— (агни дул [1 (0<[;1< 1. 2143. (- 


УГ) (1+ УГ) —УГЕЯ. 2144. Ах 

— |) ат 

ет И. А о Е 

3 3 а 1 

121 > 1. И Е —х 
тей я 


р ©<х<1. 2148. — < 


: к | г 
Х агсзш х п 3 @-Е т х) 
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1 
— агеа ор эм. ТТ х 
33 Е ^/2 
хи 7-4 4/2 05 4х ‚2148. 1 и ГЕ 
7—44/2 — с05 4х МТ-Е со х 24/2 
х АИ ев, 29.4 = ага х— т (хз -- °] — 
М2 — 1 с0зх 2 
а—6 х—1 2 
= (агсёы д). — 2150. “(* № | ше) + 
х-1 
ее Е | Е 
4 х- 2(1- 22) 4 1+ хз 
(*«>0). 2152. УГЕЯ асщх-фш (+ ТЯ). 2153. 
— № (со 4 УТ -еомх). 215. Ах 
х М1 Я ассозх (|х|< 1). 2155, —=-(:-=)х 
1 2 х 
Х агс{ — (агсёр ху а (14-22). 2158. 
атс х -- л (агсйр ха -- 2 п (1--27) чая 
1 вых бт, ВЕ) п 
4 (1-5 м) 2(1 — 3) 42 
йа 
х № ЕЕ. ея (х1< 1). 2158, —-® + утих 
УТ + х 2 4 2 
: 1 х № 1 
Хх азсяп х-- -— (агсз1п х)? <|. 2159. — + —+—х 
а ) За" 


Хх (1 - 2) аго4ы х. 2180. хх (х> 0). 2161. х— ехагсыш (е)— 
— ш(1-- МГ ая) (х<0). 2162. х— ш(1+-е*) —2е-*? х 


Хх агсе е^? — (агсёв е*?)?. 2163. И — а (Е-- 
г-х а 1 

-{ ехсь 1) — т 2164. —2 п (вх Ут) + —х 
$ 


2 
х№ АА „2165. бы. 2168. 2. 
ИТ — 2х 2 2 


%|х| 


2167. 2168. = (*+|х!). 2169. ай + 


ее. 2170. гх—1, если х<0; 1—2"*, ебль 
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х 2 
х>0 2171. х, если |х| < Е не если |х| > 1. 


2172. ->){1- 1 
2 ++ (® >)! 2 . 


2173. а-я лх}. 2174. ‚> при | хр < 1; 


(х) 


}, где (х) = х—[х]. 


Е пя при |х| > Е. 2175. х, если — с <х=0; 
2] 
++ если 0<х<1; „+, если х>1. 2116. др (х) — 


— М. ат. 1. 2178. (д =29/. 2179. ‚>. 


2180. | (х) = хпри — © <х= 0; [| (х) =#й — 1 при 0<х < 
< +. 


ОТДЕЛ ПУ 
2181. 2—1. 2182. а) НТ в т , $. = 
2 — 4 21 41? 
п— 


| 175 / 125 1 Я 
216 — А, 28 
«+ 21 Ри } ) и п У ^/- ь ее 


п в (010 — 1) 
{= 
10/п п 
= 1 
9. 2183. ыы. РР, - ь 
в (2 — 1) 935 —1 : 
2184. шт 4- Кат 2185. 3 2188 9. 2187, 1 
2 па 
3 0+1 
- 2188. зах. 2180. Г 2190. ош. 
а Ь т-!1 а 


2192. а) 0, если |а| < 1 6) лор, если |“ > 1 


2193.4. = “и а) — #46). 2201. Вообще говоря нет. 
2203. Не обязательно. — 2206. и-=. 2207. 2. 2208. Ро 
220. 7. 2210. 1. 2211. 1. 2212. 
3 Е 25т а 
2213. 21  ощ 1 п 1+ 48 2915, г 


ига ` Мав 1-4 2125 
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1 
2216. а) Подынтегральная функция — и ее первообразная 
х 


11 1х [ разрывны в промежутке интеграции [—1,1]; 6) функция 


в ага ( 1х ). играющая роль первообразной, разрывна 
2 2 


при О <х< 27; в) функция атс СЕ. разрывна при х = 0. 
х 


2217. =. 2218. 200 4/2. 2219. >. 2220. 12. 2221. ее 


ы ! 
2202. 2. 2223. 1. 9024. -2 (22 —1). 2205. 1. 
т р! 3 е 
ь 5 л 
1 (<) 4х. 2227. —л. 2228. . 2229. «+ 
2226. | 6 — 
р —а а 3 
+- . 2930, - . 2231. 0; —5п108; п 65а. 2232. а)2х /ГЕЯ`; 


6) Зе м 2х 
АИТ - аа АИТ 8 


3 
2233. 9 -—; 0. 22581. А. 2235. 1. 2287. 5—; 


; в) бп х— 608 4) -с0$ (л зИР д), 


| 1 [2 1 [*2 аз 
$) —. 2238. а) — ——, если «<0; — —-— + —_, есл 
> 5 З а 


2 3 
а 1 х д 
$. 1; ———_, елиа> |; 6) —, если |9! < — 
<< 1; —-, : Ик, 
если |9|>1; в) 2, если |@| < те если [%|>1. 
а 


2239. Г ш_®, 2240, ло 2241 4л. 2240. 2(1-—--). 
2 2 е 


2243. 1. 2244. Е.Е 2245. -—. 2248. Па 
3 2 6 16 
8 

эт. 1 п. вой оо, На 
5 7 2 4 

2250, ме 2251. а) Обратная функция х= -- двузначна: 


2 
6) функция х == 1/1 разрывна при {= 0; в) не существует 
однозначной непрерывной ветви функции х = Агс4р &, опреде- 
ленной на конечном сегменте и пробегающей значения от 0 дол. 
2252. Нет. 2253. Можно, 2256. [О ЕС -а. 
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2260. вр. 2261. [ П(агсма #) — (и — ато 01 4 + 
0 


0 
+ [ Ибл- агсвт 0 — Г (п — агсип 0} 4 2262. 4п. 2263. ть, 
а 4 


2264. агсёе 9—0. 2008. 35 2. 2269. 1 шз— 
р 26 р 


^__ 2210. -9 #2. ат. —66->. эт. =. 


о 27 Р 
2073. 29 та. бп. 2216. 0 (о). 
ото З а. 
1 п 


2276. 21/2 п. 1. 2278. ^_^. 2219. 3 (#"—1). 
6 6 4 5 


ово. Зато 225 со, р ИН я 
8 1024 РИ 5 
(окуи 


вы 2; п-т, ФСЛН П= 2 --|. 2282. См. 2281. 
о ии ы ь 


Е ЕЕ В (— 10а 
2283. ( 5" [4 - (: + )\. 
— 1%. 2285. См. 2081. 2086. 1 т. 
2 (тт 
=(— В? } — БУ На И — 1) 1 
2287. {„=(-—1 | пу + [. т. Не ]}. 
я @т)! (21)! 
эти и! (тп)! ^ 


‚› @СЛиИ П = 


2284. 27 


2290. 2291. 0, если п четное; л, если 


п нечетное. 2292. (— 1"п. 2203. -®_. 2204. зи. 
ол ол р 


п—1 
1 ы 
2295. 0. 2296. 0. 2297. (1 — 29) [+ +2 у сх 
#=0 
53 
х——* _]. 228 Я (1. об. ПОНИ 
а -- п — 26) 4л а 


2302. В точках разрыва функции { (х) производная Е’ (х) мо. 
жет как существовать, так и не существовать. 2303. [х|-+ С. 


2304. агссоз (соз х) | С. 2305. х — М ФЕИ у + с. 


2 
2306. У с. 2307. сх 
3 
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Х агссоз (с0$ пх). 2308. Ши #046 2309. —1. 


2 
2310. 14— ШИ 2311. р 2312. —-. 2313. шм. 


д 
2314. -в->. 2315. =. 2316. а)—; 6) +; 9+; й-. 


2317. а) Второй; 6) второй; в) первый. 2318. а) 6) 8; 


р — 8 — малая полуось эл- 


8) 10; г) а ф. 2319. 
2 | — = 


1 
липса. 2320. чер =- (Ни), где и,— конечная скорость тела. 


Г 2 и 1 1 
2321. = 0. 2321.1. А. 2322. а) 0 —= ; 6) 0-= — 
п 


+1 е 
В К О Е ЗЕ 
х х х->0 2 хр 3 


1 1 
к. 
1042 № 
2325. 0,01 —0,0059 (0<6<1. 23%. г 6 1Фи-^. 
а 


2308. 9 0<6<1). 2329. -2 0(101<1). 2330.9 (1011. 
50х а а 


= —* 0 (10| <1). 2324. Заключается между 


1 2 


234. —. 2385. —1. 2886. л. 2887. л. 2838, —_ 2. 
а 
4л 2х л л 
2339. 2340. го ое а, о 
3/3 3/3 2 2 
2343. Г ш(1+—2 \. 2344. 0. 2345. А. 2346.2. 
5 И. о сав 


2347. №. 2348 пеш 2349 „== ЭН. 
Ты ии 


ла"? звпа С ГИ 
——_ о. 2350. л=т —1 Ст (Е - 1), где 
К вучя = У (— И те 


Гор — число сочетаний из л элементов по #. 2351. /„= 
—й и! 
о О если п — четное, и р ИН: если 
п!! 2 пи 
"— ПН 


п — нечетное. 2352. /„= л, если п — четное; [в = 


в! 
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= И", если п — нечетное. 2353. а) —5 1% 
п 


л 278 е г л 
6 —^ ш2. 2354. 277". 2358. а) 0 —; 9 0. 
2 1-е ^ 2 


2357. а) 1; 6) <; в) 1; Пей Е (0). 2358. Сходится. 
[2 


2359. Сходится. 2360. Расходится. 2361. Сходится при р > 0. 
2362. Сходится, если р > —1 и 9> —. 2363. Сходится, 
если т > —1 п—-т> 1. 2364. Сходится при | <п< 2. 
2365. Сходится при | <л<.2. 2366. Сходится, если т > —2, 
п—т>1. 2367. Сходится при п > 0 (а 520). 2388. Расхо- 
дится. 2369. Сходится, если р<1, 9<!. 2370. Сходится 
при п> —1. 2370.1. Сходится. 2371. Сходится, если тг (р,4) < 
< 1, тах (р, 9) >1. 2372. Сходится. 2373. Сходится. 
2374. Сходится, если р > 1 9<1. 2375. Сходится при р > 
>11, 9 произвольном, ги при р=Ь 9>Ь г<Ё 


п 
2376. Сходится, если р<1(=12,..., п), У => 1. 
= 
2376.1. Сходится при &> —1 В>-—1 @а-+8<—1. 
2377. Сходится, если Р„ (х) не имеет корней в промежутке 
[0, + <>] и п>хт- 1. 2378. Сходится не абсолютно. 
2379. Сходится не абсолютно. 2380. Схедится абсолютно, если 


—< о: < 0; сходится условно, если 0 < Е —<. 


р 9 
2380.1. Сходится. 2389.2. Сходится. 2381. Сходится абсолют- 


но, если р> —2, 4> р- 1; сходится условно, если р > — 2, 
р<9-5Р- 1. 2382. Сходится условно при О«%п< 2. 
2383. Сходится абсолютно при п >> т-Р 1; сходится условно 


пр т<п<т-- 1. 2385. Нет. — 2392. м . 2393. 0. 


2 
2394. л. 2395. 0. 2397. а 2398. ‘— . 2399.4 >. 


240. 9,9—8.1 4е%6.38. 24001. 2— — =0,56. 2400.2. 5+ 
п 


4+2 0,97. 2401. =. 2402. лу. 2408. лаб. 244. =“. 
х 


_ 2405. -88 4/5 ра. 2406. 2407. — Злаз, 
15 АС В? 
ла? 2 


240. 2. 0240. ан м 0,546. 
2 п+2 2 2 


2408. 
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2411. (3-2): 9^—?). 2412. х=еН5, у-=515. 2413. Зла. 


з 
ыы —. 2415. у ви) 2416. бла?. 2417. их 
х-2. ТА, ла (№9). зв. с. 4. В. 
а6 3 = 


ха р т пр: 
2420. —-. 2421. — (34442). 2422. : 
Я Е 8+4 42) и 


а 
2420.1. Ил. 2422.2. № 2423. "0. 2424. > х 
х 


х[(1—ш2+—^_\. 24241.20. 2442.2. 2494.3. 
—З 3 ь 
0] 
а 2424.4. л (. т >). 2425. "(| =) аз. 
15 6 4 


2426. =. 2427. лаз ^/й. 2428. ай. 2429. > ле". 


2430. 72° 12481. _8 (10/10—1). 2432. 2^/ (+=) + 
Мы + ^/ + 
ри. 2433. УНЯ—@. 2434. к 


р. 

^/- 

Аа — Ее У 2435. оаьй ВИ 
1+2 ь 


2436. ат рее —в. 2437. шы (1+). 2438. ат. 


= 3 }з 
2439. 4а (1+ Е У). 2440. ба 2441. 46° 99. 
2 
2442. + 0+2). 2443. ва. 2444. ола. 2445. 


м 


Е Мг + МЖР 
ь (с = ат - :) —3 м : 


1+2 
эоеми2т — |. 2446. ла/ГЕа +2 бл+ МТ). 


. 2445.1, 


зат. У" 0448 ва. 2449. Р[^/2 + в (1+ 2). 
т 
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2450. = | 2451. а@л— Л). 2450. 2- _ 3. 
2452.1.6-—. 2452.2. зн Ю. 2452.3. Т. 245. —2^ _ =0,.73. 
Е 53 
2456. оба +6). 2457. < [ФА а) В+ (А+ 20) |. 


2458. > [(2А+2)В-- (А+ 24) |. 2459. _ $Н. 2462. - х 


а 4бБ, =. 2466. г 


Ва: 


Хх абс, 3463. пав 2464. 


ха (#5). 2467. 16 14/45. 2468. . 2469. 
3 15 15 


2470. ри 2472. -- пар. 2473. а) т бе: 
Е] $ 
2474. а), б)2ла. 2475. а) паб 6). 
2 15 6 
3 
2476. а) =; 6) 2п. 2477. — Элзазь. 2478. 87“ 
р АВВ ё 2480. а) 5л20°; 5) бл; в) 7л?аз, 
5(1—е— 27) | . ) 
2481. а) 32 лаб; 6) лаб. 2481.1. Ул, Ур 
5 5 БЫ 
= т л. 2483. в) па 5) ан. 2484. а) [М2 х. 
7) г 30:3 р 
жи (1 п в, в, 2484.1. 
+ ТЯ и Хх 
& 2 з 2 а 
Х (1% — 677) аз. 2484.2. 3% 2485. ——.2486. 214/13 -+- 
а 
+2 зу) . 2487. 2а Ули 4 + — и (+ 


г Унее) и НЕ 


2489. а) еж + р) М2рю 4 28 — р']; 6} -^ [+4 х 


х ^/ 25 {Р-- 2%) —р? п ии . 2490. а) 2пб?--. 
р 
В п [+03], Где & = 


4 2лаб 6) 2лаз-+ -2 
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Аа — в 12 
= ————_—_ эксцентриситет эллипса. 2491, 4л2а6. 2492. =. 


Х ла?. 2483. а) а (26+ азь . 6) дла (@+ ЕСЛИ 
а а 


— ав =). 2494. 4лаз. 2495. 2) а ма 6) 16л2ал; ых 
а 


Хх ла?. 2498. = 3 (44/2 —1). 2497. [па 2498. а) 2ла?»х 


х (2— 4/2); 6) 2ла* 2; в) 4ла%. — 2499. те. ЧЕ [145 + 


128 О 
4+ 171 (@ + /5)] = 1,013. 2500. р Р> 9лр1 (2 + 
т — к 
+ №2) ш (1+ 2). 2501. М, =24%; М, = — 
а И ИЯ СЗ 
2501.1. [4/2 5 (1+ 21. 2502. м М; = 
Бвз 8 8 = 
, 2502.1. и“, т гк =а/6135. гу = 
= р лаб? лазь 
==0^/65. 2503. М = ; м =——. 2504. М, = 
ЗА: 
ИРА, М Мо рад, 2504.1, /=_2 МА» 2507. ж=ах 
12 30 5 
х ее $ Ш =0. 2508. (4 та). 2509. ты 
а 20 20 Зл 
4 


—^_). 251. (© о, а). 251. ф=ф-фа де а = 
3Зл 8 


1 тг 
— агсёя =. Логарифмическую спираль 
а риф у 
== ат т(Ф+ 00) —__5 ыы 
Фо = ———е . 2512. =0, м = —а. 2513. ж= 
УТ 4т ыы 6 " 
= па, р -б-а. 2514. = -Р а, = 0. 2515 ( о >) 
‚ 6 . . № З ‚ № В , ‚®, о . 
2516. 75 кгс. 2517. А, == те А где Ю — раднус Земли; 
ВВ 
Ас = тВЮ. 2518. 0,5 кгс-м. 2519. 1740 кгс-м. 2520. а. 
2521. 08 —-Т. 2522. отт 2523. — = лба. 


2524. Проекции силы притяжения на координатные оси; Х == 0, 
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У= Ватра, где # — постоянная тяготения. 2525. 2лётб, Х 


х(:--7 =. ==”) где # — постоянная тяготения. 2526. При- 


мерно 3 часа. 2527. Сосуд должен быть ограничен поверхностью 
образованной вращением кривой у = Сх* вокруг вертикальной 


2 
оси Оу. 2528. 9 = 0.211600 2529. 99,92 %. 2530. ег. 


В ответах на прибли женное вычисление определенных инте- 
гралов даны табличные значения. 2531. —6,2832. 2532. 0,69315. 
2533. 0,83566. — 2534. 1,4675. 2535. 17,333. 2536. 5,4024. 
2537. 1,37039. 2538. 0,2288. 2539. 0,915966. 2540. 3,14159. 


2541. 1,463. 2542. 0,3179. 2543. 0,8862. 2544. 51, 04. 


х 0 л/3 | 21/3 л 40/3 | 2/3 | 2л 
2545. 
у | 0 |9 1,65 с [т |182 1,42 
ОТДЕЛ \ 


2546. = . 2547. --. 2548. 3. 2549. |. 2550. . 2551. а) 


9ута . 950$ @& — 9? 

1 — 29 с0$ а -{ 4? ' 1 — 24 с05 а -{ 4* 
2553. Сходится лишь при х == вл (Ё — целое). 2556. Расходится. 
2557. Расходится. 2558. Сходится. 2559. Расходится. 2560. Рас- 
ходится. 2561. Расходится. 2562. Сходится. 2563. Сходится. 
2564. Расходится. 2566. Может как сходиться, так и расхо- 
диться. 2567. а) Может как сходиться, так и расходиться; 
6) расходиться. 2578. Сходится. 2579. Сходится. 2580. Сходится. 
2581. а) Сходится; 6) расходится. 2582. Сходится. 2583. Схо- 
дится. 9584. Сходится. 9585. Сходится. 2585.1. Сходится. 
2585.2. Сходится при любых © их. 2586. Сходится. 2587. Рас- 
ходится. 2588. Расходится. 2589. Сходится. 2589.1. Сходится. 
2533.2 Сходится. 2590. Сходится. 2591.2, п >13. 2595. Сходится. 
2596. Сходится. 2597 Сходится. 2597.1. Сходится. 2598. Сходится 


. 2552. 1— 8, 


прир>2. 2599 „Сходится при ра 


>11. 26000. Сходится при 
>>. 2601. Сходится. 2602. Сходится при р + 9>> Е. 


2603. Сходится при 9 > р. 2604. Сходится при + 9>1. 
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2605. (н). Сходится при а (9 —р) > 1. 28607. Сходится при 
9 > Р-1. 2608. Сходится при р > 0. 2609. Сходится при 


р > 0. 2610. Сходится при р > >. 2611. Сходится при 5 == 


521. 2612. Сходится при р >> 1. 2613. Расходится. 2614. Рас- 

ходится. 2614.2. Сходится при р -- х>> 1. 2616. Сходится при 

В 2617. Сходится. 2618. Расходится, 2619. Сходится 
е 

при р > 1. 2620. Сходится прв р > 1! 9 произвольном и при 

=], 9>1. 2620.1. Расходится. 2620.2. —Сходится. 

2620.3. Сходится. 2621. Расходится. 2623. 1,20. 2626. Схо- 


дится при @ > -. 2627. Сходится, если а = > . 2628. Рас- 
ходится. 2629. Сходится. 2630. Сходится при а >> 2. 2631. Схо- 
дится. 2692. Сходится. 2633. Сходится. 2634. Сходится, если 
е=о0, = < —1. 2635. Расходится. 92636. Сходится, если ©5ё 
520. 2637. Сходится. 2638. Расходится. 2639. Сходится. 
2640. Сходится, если а = ^/5с. 2641. Сходится, если а < —1. 
2642. Сходится, если & >-. 2643. Сходится при а > е, с== 
= и при 4? > 1. 2644. Сходится при а-+- 6 > 1. 2645. Схо- 
дится. 2646. Сходится. 2647. Сходится. 2648. Расходится. 
2649. Сходится. 2650. Сходится. 2651. Сходится. 2652. Схо- 


дится при & > 2. 2653. Сходится. 2654. Сходится. 2655. а) 


М >> 100000; 6) М> 12; в) М> 4. 2659. . 2660. ‚. 


2661. п 2. 28662. а) и 2; 6) > 2. 2664. Сходится. 


2665. Сходится. 2666. Сходится. — 2666.1. Не следует. 
2667. Сходится. 2668. Сходится. 2669. Сходится. 2670. Расхо- 
дится. 2671. Сходится. 2672. Сходится. 2673. Расходится. 
2673.1. Сходится. 2675. Абсолютно сходится при р >> 1; усло- 


вно сходится при 0<р-!. 2676. Абсолютно сходится при 
р> |; условно сходится при 0<р<1. 2677. Абсолютно 


сходится при р > 1; условно сходится при >< р< 1. 
2678. Абсолютно сходится при | х—лА| < {Е — целое); 


условно сходится при х= ЛЁ а 2679. Сходится услов- 


ЭТВЕТЫ 561 


но при любом х, не равном целому отрицательному числу. 
26880. Абсолютно сходится при р >> !; условно сходится при 
О<р<И. 2681. Абсолютно сходится при р >> 2; условно 
сходится при 1 < р=2. 2682. Абсолютно сходится при р > 
условно сходится при 1/2 < р=<!. 2683. Условно сходится. 
2384. Абсолютно сходится. 2685. Расходится. 2686. Условно 
сходится, 2687. Абсолютно сходится при р >> 1; условно схо- 
дится при 1/2 <р <!. 2688. Расходится. 2689. Абсолютно схо- 
дится при р>2; условно сходится при 0<р=2. 2690. Схо- 
дится. 2691. Расходится. 2692. Абсолютно сходится при 4 > 
>р- 1; условно сходится при р < 9 <р-- 1. 2693. Абсолют- 
но сходится при р> 1, 8> 1; условно сходится при 0 < 
<р= 931. 28694. Абсолютно сходится при р > 1; условно 
сходится при р = 1. 2695. Абсолютно сходится при р > Е 
условно сходится при р = 1. 2696. Абсолютно сходится при 
р >41, 9>1; условно сходится при 0<р=д<1. 2698. а) р> 1; 
6) 0<р<1. 2698.1. а) Сходится; 6) сходится; в) сходится. 
2699. а) 9>р--1; 6) р<9<Рр-1, 21700. Сходится абсолютно при 
т > 0; сходится условно при —1<т< 0. 2703.1. а) п» 
— 1000 000; 6) п 132-1018. 2706. а) Расходится; 6) может 


как сходиться, так и расходиться. 2707, >. 2708. >. 


2709. —. 2710. и . 2718. Сходится абсолютно пра 


1х1 > Е. 271. Сходитея абсолютно при х> 0; сходится 


условно при х = 0. 2718. Сходится абсолютно при х > —. 
при х< —1. 2719. Сходится абсолютно при | х| 52 | и сходится 


условно при х= —1. 2720. Сходится абсолютно пин ^/7-8 < 


< <-- и при < х< мт. 2721. Сходится абсо 


лютно при |х— ДЕ] <= (Е =0, 1 2, ...). 2722. Схо- 


дится абсолютно при р> ТГ и ХЕ (= — 1—9...) и 
сходится условно при 0 <р=1, хз- #. 2723. Сходится абсо» 
лютно при 94 > р-- Ти сходится условно при р < 9<р- 1. 
2724. Сходится абсолютно при | х| < 1. 2725. Сходится абсо- 
лютно при |х| < 1. 2726. Сходится абсолютно при |х| 5 1% 
2727. Сходится абсолютно при х -= —1. 2728. Сходится а6со= 
лютно при х > 0. 2729. Сходится абсолютно при 0 < |х| 33 
< - ©, если |а|>1; расходится, если | а] < 1! или если х = 0. 


36-283 
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2730. Сходится абсолютно при х == 2 и при х>е. 2731. Схо- 
дится абсолютно при х>> 1. 2732. Сходится, если 0 < т! (х, 
у <!. 2733. Сходится абсолютно при |х| < 1,0 <у< + ® 
в при |х| > Ьу> 1х|[; сходится условно при х == —1, 0 < 
«у 1. 2734. Сходится абсолютно при тах (| х|, |у|) < 1. 
2735. Сходится абсолютно при: 1) О х<Ь — © <уж< --; 
2) х= Ц у>1и 3) х> Ьу> 2. 2736. Сходится абсолютно 


при |х — #л <-- ‚ где А — целое число. 2738. < 1*1<2; 
бх (х2 — 1) 
(2—х) (2х—1)2 
сходится условно при —1 <х< 0; 6) сходится абсолютно при 


р-+х> Ти при х=0, 1, 2,..., сходится условно при 
О<р- х< Г; в) сходится абсолютно при: 1) |х| < Бу— 


. 2739. а) Сходится абсолютно при х > 0, 


произвольно; 2) х = |, >; 3) х — произвольно, у ==0, 


1, 2, «..з сходится условно при х== 1, —=- < «<->. 


2743. При = = 0,001 и х= бл, М> 3т. Нет. 2744. п> 
в. 2745. п>26. 2746. а) Сходится равномерно; 6) сходится 
2 


неравномерно. 2747. Сходится равномерно. 2748. Сходится не- 
равномерно. 2749. Сходится равномерно. 2750. Сходится рав- 
номерно. 2751. а) Сходится равномерно; 6) сходится неравно- 
мерно; в) сходится равномерно. 2752. а) Сходится неравно- 
мерно; 6) сходится равномерно. 2753. Сходится равномерно. 
2754. Сходится неравномерно. 2755. а) Сходится равномерно; 
6) сходится неравномерно. 2756. а) Сходится неравномерно; 
6) сходится равномерно. 2757. Сходится неравномерно. 
2758. а) Сходится равномерно; 6) сходится неравномерно, 
2759. Сходится равномерно. 2760. а) Сходится равномерно; 
6) сходится неравномерно. 2761. Сходится равномерно. 
2762. Сходится равномерно. 2763. Сходится неравномерно. 
2767. а) Сходится равномерно; 6) сходится неравномерно. 
2768. Сходится равномерно. 2768.1. Сходится неравномерно. 
2769. Сходится неравномерно. 2770. Сходится равномерно. 
2771. Сходится неравномерно. ‘2772. Сходится равномерно. 
2773. а) Сходится неравномерно; 6} сходится равномерно. 
2775. а) Сходится равномерно; 6) сходится неравномерно, 
2776. Сходится неравномерно. 2777. Сходится равномерно. 
2718. Сходится равномерно. 2779. Сходится равномерно, 
2780. Сходится равномерно. 2781. Сходится равномерно. 
2782. Сходится равномерно. 2783. Может, 2785. Не обяза- 
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тельно. 2795. а) Существует и непрерывна при х < 1. 
6) существует и непрерывна при |х| < -{- ©; в) существует при 
|х| < -Р <, разрывна при х == 0. 2799. а) Существует и диф- 
ференцируема при х 52 -—Ё (# = 1, 2, 3,...); 6) существует 
при |х| < -- , дифференцируема всюду, за исключением 
х=0. 2802. а) а произвольно; бац в а и: 2. 


2805. Нет. 2806. -- и 2. 2807. 1. 2808. 1. 208.1... 


2809.  Законно. 2810. Да. 280. ЮВ= Г (-1, 1). 
При х= —1 сходится абсолютно, если р>Ьь и 
условно, если 0<р-<!; при х-= 1 сходится абсолютно, 


1 
если р>1, и расходится, если р<!. 2813. В = ; 


4 
С ео +). При х= — —3 сходится _ условно; 


х = — - расходится. 2814. В=4; (—4,4). При х= 
= 4 расходится. 2815, В = --с; (—0, --со). 2816. Ю = 
| 1 1 
=—; : -) При х = = — расходится. 2817. В = 
е ее е 


= -- со; (— со, -{ оо). 2818. В = 2; (—1, 3). При х = —1 схо- 
дится абсолютно, если р > @, и условно, если 0 <р=7; при 
х = Зеходится абсолютно, если р >> 2, и расходится, если р < 2. 
2819. А == 22; (—22, 22). При х = —2Р сходится абсолютно, 
если р > 2 и расходится, если р<2; при х == 2? сходится 
абсолютно, если р > 2, и сходится условно, если 0 <р=2. 
2820. Ю = 1; (—1; 1. При х == —1{ сходится абсолютно, если 
т > 0, и расходится, если т < 0; при х == 1 скодится абсо- 
лютно, если т > 0, и сходится условно, если —1 <т< 0. 


2821. Ю = п!\(-; -.): (—Ю, В). При х = —Ю сходится 


условно, если а > 6, и абсолютно, если а < $; при х == В рас- 
ходится, если а, и сходится абсолютно, если а< 6. 
2822. К = тах (а ь); (—В, В). При х= ЕЮ расходится. 
2823. К = 1; (—1,1). При х= == Е сходится — абсолютно, 
если а> 1, и расходится, если а< 1. 2824. В = 1; (21. 
При х= - ЁР сходится абсолютно. 2825. Ю = 1 (- № 


1). Прих = —| сходится условно; при х = 1 расходится. 
2826. Ю№=1; (—11.‘’При х=-1 риа при 
х = | сходится условно. 2827. В =; еь 50. При 
1 
= #1 . 2828. = —; —-—, —. 
к=- расходится 28 4; (-+ 1 ‹) При 
1 
= го расходится. 2829. Ю =ъ; (-х. 3). При 


1 
к = = расходится. 2830. К = 1; (—1, 1). При х= 1 схо- 


дится абсолютно. 2831. А == 1; (—1, 1). При х = 31 сходится 
словно. 2831.1. При 0 < х < 2 сходится абсолютно; при х = 2 
ходится условно, 2831.2. Сходится лишь при х = 0. 2832. В = 


36* 
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== 1; (—1, 1). При х == —1 сходится абсолютно, если } — @— 
—В->0, и сходится условно, если —| < —-“— < 0; 
при Х = | сходится абсолютно, если у—@— В > 0, и расхо- 


пится, если у-©-—В < 0. 2833. х>0. 2834. 11 > >. 


2835. 0 < |х| < +. 2836. х> —1. 2837, |х — йл|< — 
где # — целое число. 2838. — 1-3 (1 — З (+ 1 -- 


мои м о" 
++". 28. 9) ут ана У 
Пя=0 п=0 
> т 
и < 9 У (#1120. 
п=0 
—_ |" 
2840, 2. ( ав (0<х<2); 112. 
п =1 
© м со _ 
ант, Ут 41 < +) 2842. у т 
й==0 п=0 
ыы м 97- 5 
(| < +). 2848, у (а-я < +5) 
п = 
и има 
2844. Уи о 
По 


—_ 1% 3 — 2) (3% — и? 
СВ ый И А Би НЕ 
4. ые ГЫ) 2 + (1 =. и?) ж-...(х1< 1. 


® 2 (03 — ие 
2846. ти (11. 


(х— 1 
2847. и-нет ... 0<х<2). 


х и 7 
я м —+... | }). 
2848 е (1 Ри в*+ ) 1х1 < 
№2 [3 
2849. Чл (х-Е А) = зах т ет а 
з 


в 
18 |< - 0); с0% (<--В) = сх Вх — -> °0* я + 


4 их... (81 < +). 2850. а) (—2, 2)} 
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(им 


6) (3,7. 2850.4 Нет. 2881. ь: (1х1 < +09). 
й=0 

5 у ал 285. ВХ 

2852. 1 +) Их < +). 288, 
Ва] 

с м | я 
х У рт у х27-+\ (хр < - 0). 2854. у 

п п=10 
(#11). 2855. у пом! 91. 2858 х 


==0 


к (ИИ 1 Е 
и. м ( - <х< 5). 
П= 


ма 1 ы 
2857. о 1 {1х1 <. 2858, ЗУ. И (— 2] м 


П 0 П=1 


(1ч<-). #85 у- [+ --] иам<ь 
п=0 


1 1—(— 107 
2860. гу у [1 -- == х ((х1 < 1. 286. ап? 
п==| Пжы0 


1 \"" 
где — @и= = [= + (—17х 


м5 —1 \"+ 2 
х( 5 ) ] (числа Фибоначчи). 2862. ИЗ. х 


: 


во [>] 
х Уна (1х1< 1. 2862.1. Ус, Где сп = 
П=з0 п=0 
= |, если П-==4% сп= —1 если п=-Е сп = 0. 
если п=28--2 или п= 2-3 (=0, 1 +2 ...) 


2л (п-- 1) 
3 


со 
1900) (0) == 10001. 2863. У” с0з па (|| < 0. 


п 


ыы 25 
2864. у хшт ла (]х| < 1). 2865. Уз х ЗН па (|| <= !9!). 
@=0 Ри | 
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566 
ИИ 
2868. ели хп (|х| < 1). 
ыы РИ 1 1 — "2-1 
а У РНЕ Е (—1<х<) 
2868. и их (х| < + 5). 2889. а 
п =0 п==0 
капа =. (@и— 1)! 
х т: (211; 2870. х- От 
п=1 
хт+ (21 — ПИ 
т Е (1х1 < 1. 2871. + (и а 
п=1 
И с0$ па 
и ах. 2872. -. Щи (<. 
п==1 
2873. а) х-- ) (—17+ ИЕ НР 
в (п-- 1) о 
п=| 
к 
6) Е (—1<х<\!}; 
п=9 
{— 1)7227-1 2 а а з 
в) атс 2 -- у ри" хи ( т <х=< г) 
Па] 
ос ыы 2141 ( м2) 
ь (=. ные | 5% 
п=0 
(1х1 1); ®) ни 


хп 
ны 


21— ПН эл 
т т ы т | при 0<%х<! в —1< 
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м м бир хм | 
<х=0; ж) НУ [Чата иг 


—+4- _@-ун о им 
в 14-2 а то“ <. 


2874. а) “| ©)" О ок 
— | = —3 — 1” 
И уч... (о Ах 
я п(п— 1) гы п(п— 1) (и—2) 
хе пе ах ИЕ ИО х 


(—17-ый (п— 1)“ 2) 
< . —_—_ п ЕН еше 
Ха" -.,..]; в) ая [ 1 — г х 


Хи и ВЫ а. |. 


2875. у с крут (—2<<0). 


Пи! 


2876 — 1). 2877 ЗИ к 
У . оп 1 Е) 
п=0 


п] 
х мо бин хо За 
1-х + р (2п)Н ( 1х ) 


1 1 1 
(>--)- 2881. О ——м-—... 


(х> 0). 28678. 


2 12 24 
(&1< 1). 2882. 1+ у и 
п=2 
о НИЕ НЕТ 
(51< +). 2883. р [ ат ее 


п. 


1 
+ (21 —4)! и 4ч< +), ме = (— Ио, 


(= вт. & 2884, гу (а +...+1)х 
в == 
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—- 1<х<\). 2885 2 мин ол 
в И мы 4—1 * 
п] 
ОПР с 
(1х1 1. 2886. У м (< 5). 
п=0 п 
2 зщ — 
2887. Уи (х1< +), 
п; 


р г я ый. пр ( — 
2888. х (5 в (1+ 7 НН) = 1<х<1. 


со 
хп 


1 1 
5589. — ри р РЕ 
ь и и) (1+ Е га ан Г 


п=1 


“= 
2алч (п! 


1 
27 .. —— 
(1х1 < 1). 2890. ). мы (х1 < 1). 2891. х-- 5 + 
п= 


п 


—... (1х1 <Я). 2894. В=1 У, [их 


945 #=0 
Еп-в о 

и инь ›——— В У . = 1 в 

х а 0 895. [(х) ру Ри х 
91—11)! 

{1х1<1), где Рь(х) = Ра (1 и ["- 
ЕО СИ и, .| 

2 (21 —1) 2.4. (21 — 1) (21 —3) 


со 
(>!) (многочлены Лежандра). 2896. У зах", где 


п = Увы 2897. а) Врши(Вь В.); 60 В> ВЕ 
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+1 
к сы т —— (1х1 < о), 2902. х- 
_@п— пы. = 

<1. . — 1)” 

+). ат 6140. 8. У (их 
п=0 

х - 2904 (—1"х 

туба ни (“< +) : ) 

хаты ха хз 
И ИЕ ВА 
1 1-х 
(1х1 < 1). 2906. м =. {1х1 < 1. 2907. агсёёх 
(1х1 < 1. в. свх(|х1| < + о). 2909. 1-- 
1-х 1 

т _ма-5 (1х1 < 1). 2910. = (—1!< 
а р, в ое О 

$%< ). . (1 — (]х} ). их} 
(1х! < 1. 2913. <. 2116.  В=3; 

1 1 
2 — 1? а В 

(х— 1 -(у—12<4. 29. В И} э-у< 2 
2918. Ю=1; №1. 2919. Ю=!; эр! 
2920. Ю= |2 яп — . (х— с05 9) - (у — па < 
<->. 2921. 2,080. 2922. а) 0,87606 = 


=агс 50711740”; 6) 1,99527; в) 0,60653; г) 0,22314. 2923. 0,30902, 
2924. 0,999848. 2925. 0,158. 2926. 2,718282. 2927. 0,1823, 
2928. 3,1416. 2929. 3,142. 2930. 3141592654. 2931. ш2=0,69315$ 
113 = 1.09861. 2932. а) 0,747; 6) 2,835; в) 1,605; г) 0,905; 
п) 1,057; е) 0,119; ж) 0,337; 3) 0,927; и) 8,041; к) 0,4883 
л) 0,507; м) 0,783. 2933. 3,82. 2934. 4,84. 2935. 20,02 м. 


2936. 3 


> с05 рес 4х. 2937. Ряд Фурье совпадает с мно» 


т (2 — 1х. 


4 
гочлевом Р„(х). 2938. — 
" п >. Ша ' 


2939.4. > 
4 р) 
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Е. -] Г. -2 
2А 1 } дх 
—— 5 (-)——, 2940.2 — 1)7+1 
л у 26-1 ть [ УХ и 
не) п= 
В 2941. з тих 2942 П ты 
п п 2 л 
п=| 
Е _©0$ (2-х. : 2943. (а—5п 5 2(а—5) х 
Е 1 4 л 


сз 8 Их. А Уплх 
к), у + +9 У син аи. 


п= 


— 17 : 
2944.2. 12-4 о 1—1 созлх. 2945. 29 ла | 1 +. 
3 п л 


п= 2 
а ео 
в (— 17 а с0$ пх 2946 2$1п ла (—1]7А п яплх 
п — а? |` . д 12 — а? ы 
В п 


Г: -2 
— 4+} 
2947, а: 2948. 25 ай == + 


л п? -|- аз 
пя} 
ав соз — — пп п Е 
+ 1” — бы |‘ 2949. а---{-{- 


Па} 
2 1 . пла плх пла ‚  плх 
+ — — (зо с05 — с0$ т ) 
л 4 п 1 { 1 1 
П = 


| (ин 
(< х<а-?2). 2950. 1 т со х-2 у Я 
П==2 не - 
ты вы д 4 ыы 
зоба. 16. У роих = 205, 7. {‹- их 
х (413 — 1) п 


П= 


с05 (2 -- 1) х 953. 1х, 
а Е Е 
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со 
2954. 4 а 608 (2-х. , 2955. 11 у т 2ялх 
(2 -| 1}? 2 п 


п=1 


[> -) 
(х 52 целому числу). 2956. --— й а ой 


дз 11 
2957. ЕЕ 2 9958, 2+ т Вы вНй 
л л 43 — | 4 #2 — 1 
— т 
Х соз28х. 2959, -- +2) в с0$ пх. 2960. са. х 
1 — а? 1—&а я 
п=| 
со |: | 
(14/27) + ). (—1* | 2---8 У 20 зи "я | 
х т 2 
#=0 т= 
Х соз (88 +4) х № (- 1% > ш (1+ 2) 4-9 
й=1 


& 


2 
ху. ое “мп фи — 0 с05 8х). 2961. а) -^__+4х 
ыы = 3 


х ) И со пх (—-п<х< п); 6) 2 у о яп лх — 
п 


п=1 № г : — со 
8 т 1х 4к с05 пх 
Ш ТА хол); в а ЕЫ 
ео. п х. . 
Ао = 
> . з 2 З 
р ИЯ кол); -^, ^^, П_, 200. мы 
Е 6’ в 


ыы у" ие == ум Яплх ЛА: 
в 


п= п=1 


+8 п стих. ; ие мчы у (— 1)" м 


> 


бы ч(л-а). вла 3 
ну их 296 ПИ, Е 


Па] 
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2964. 2. = 9 о 1 а 2ллх еь 1 х с0$ 2лпх 
3 т 3 2лз пз 
П =] п =} 


иО 


©<:53. 2965. 5 < т о СТ соз 2х. 


Е.- 
2966. у 4" п лх (191<1). 2967. 1--2 у 4? созпх (19|<). 


п=1 п=0 


2 ый 4" 
2968. у, 4" со; пх. 2969. —2 у —— с05пх. 2970. — ш2— 
п==0 п 


П==! 


ыы Г.) 
уе". вл. Ре 
9 п 
п=] трет 
> [= 
2972. о ЗАО х, 2973. тым зах _ 
а. Е 1 
&=0 #5 
виа и Ел , 4а 
2974. ха. ре _4а 
х (5) р д? о (28 -- 13 а + а х 


(1 Е пе д. 0 
—__—_ п —. (5) = — — — 
ь (28 - 1) ей За ? ий 2 д о 


мо 26-109 | 42 М“ (—-0%4 › бр 
ты 2а и а (Е а: =! 
о о 
2975. {(—х) =! (х); Г(п-х= — ИК). 2976. [(—- х= <) 


ы 8 < 1* 
Ех —х =НКУ. 2977. а) — у Ты 1 тай (Е 1 ] 
й=0 


кевено:} (<< 1): 9 [у 


8 1 С л 
Е НЬ 1 0 —]. 
-- - | яп @ ›= (<< >) 


2978. ал = вм =0 (п=0,12,...). 2979. азп-1 == Вл =0 
1=12,3,...). 2980. а) ал=0, бл =0; 6) аа=0, бк = 
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= 0. 2981. Я п = дл, Ви о = бл. 2982. @п = — ап, ви = ол. 
2983. а, = ал со$ пё -- фи Зи лА, = В = 6; 08 В — ад Зи пй. 


6964: Де, Аено О ИР ыЕй 
ПВ пВ 


2985. Ара, АА; В =0 (и, 2, ...). говв. ——. 


2987. --. 2988. 212—1. 2989. —. 2990. == (1+ + 


и +). 2991. ш—-. 2992. >. 2993. 1. 


% 
2994. 2(1—ш2). 2095. 2. — 2996. 3, — 2997. = 


л? 39 1 
2998. —————. 2999. — (соз1—&пт 1). 3000. — (4 12—1). 
4 16 : 6 


3001. ыы + ат- ах" ... 940), где коэффициенты 
к (&=0, 4. т) определяются из равенства Р (л)=@тп (п— 
—|.... и П-+ ат... @—м-2 +... 
З 
Ра -Р ар. 3002. + :). 3003. (ин+ —) х 
х 


® 
хе — . 3004. (: — —-) 0$ х— = зтх. 3005. в х 
х 2 4 


И наи если х>20; — рю ЗЕ 


х А 


. 3007. 2х х 


Хх зп! -- 60$ тя) если х<0. 3008. ш ] 


Жага х — Ш) (|421 < 1. 3008. геи ----Х 


Ея 


хи — (1х1 < 1. 3009, (1-— 9—1 (1х1. — 3010. 


(2). 3011. т (1х1<1. 3012.89. 
1 — хз 


(1 — х)з 
(1=1< 1). 3013. (1-4 259) ем, 3014. И 4-1 шо. 
3 3 
3015. -^_. 3010 1, 3017. ©. 3018. И” 0о<хч 
4 7 2 2 


<2л). 300. — п 


Вх 
3020. —-Х 
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Ял ыыЕ 
хп ПЕ. . 3021. Ро если 0<х<2о; 0, еслна<х< 
а * 
2 


<2л— 2; — ‚ если 2п—2а<х<2п. 3022. ет звпх (|х|<л). 


* 
3023. = (:- ее — пя х1<я). 3024. = я 


(1х|5<л). 3025, г. (1 -- с0$ х — пла (2 60$ =) 


(1=1< п). 5026. е°3* соб (5т х) (1х! < -+- оо). 3027. х= т, у = 
=] (к /=0, 1 -2,...). 3028. 2 (агсят х) (1х| < 1). 


$029. РЕ 4 _ агсы т /х ‚ если х> 0; Е 
4—х 4— хз? 2 4— 
АУ. 11 БТ ‚ если х<0. 3030. ыы, 
&— х)/2 х—1 


2: 1 х 
3031. -*_. 3032. 9 -^: б . 3033. а ; 
х а Е к; 


|" АПН 1 


т 3034. 1. 3035. ну = 
=! 


(«—| (п)! Оп ° 
3030 . 307. — Не 3038. 2— 
12 п (р-- 4) 6 
П=] 
; 9п—1 И 
3029. 1. 3040. 7“ 3041. Ре = уе | 
т 12 ® + пи ] Х 


п к ГИ ия 
и}. 3042. Е © 1 [О 
* в х, [ (пу ] 2—1 
Па 


пы рб = 


м 
эксцентриситет эллипса, 3047. ыы . 3048. ш (-- а) при 
п 


ати и (14+-“) пра 191 >1. 3049. 0 пра 
[42 @ 
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12| <Т и я11а* при |@| > № 3050. 2.10-=. 3061. . 


3062. 2. 3063. >. 3064. а". 3065. а) Нет; 6) да; в) да; 


г) да. 3066. Расходится к нулю. 3067. Сходится. 3068. Схо- 
дится при р >> 1. 3069 Расходится к нулю. 3070. Сходится 
при любом р. 3071. Сходится, если а; = а. 3072. Сходится, 


р. р 
если У а = у 54. 3073. Расходится к нулю. 3074. Сходится, 
= р 
3075. Сходится. 3076. Сходится. 3077. Сходится при 
любом х. 3078. Сходится при любом х. 3079. Сходится 
при |х| < Е. 3080. Сходится при |х| < 2. 3081. Сходится 
при |х|>е. 3082. Сходится при любом х. 3083. Сходится 
при |5[1< 1, р, произвольных и при х= 1 р>ь9> 


>>. 3084. Сходится при любых хир. 3085. Расходится. 


3088. Сходится условно. 3089. Расходится. 3090. Сходится 


абсолютно, если’ р >> 1; сходится условно, если хр 1. 


3091. Расходится. 3092. Расходится. 3093. Расходится. 
3094. Сходится условно. 3095. Сходится условно. 3098. Рас- 
ходится. 3097. Сходится абсолютно при &>1; сходится 
Фо 
1 я (<) 
условно при — <а 1. 3109. 2’ (х) =Е (х) —— 
2 : 1--Ё, (х) 


П= 


У ® [< +, [|< пП=Ь 2...) ме У < 
й=1 


| 


<. 311. 157,970 -|- 0.0,0004 (0 <0<1). 3112. 1078%.7,7Х 


х (1 д и че! < 1). — 3и3. 0.0798. (1 +5) (61 <1). 


3114. 107. 7 (1 +) (61<1. — 315. пота (1 + 
| 6 
_® (в <. 3116. 0,124.(1-4—9—\ (61 < 1. 
+-ж-) 91 < 4 (1+-ю`) 48! < 0 


3117. 0,355. (1+5) (101<1. 3118. (п — Ви = ^/8 @л)"х 


п 9/6 } 
=" е (10.1 < 1. 
лв 


х Рана д 


10.1 < 1. 3119. 


3120. а: де 9 от. 3121. Р (я =1- 


55 1 5 
г т; Р. (— 1) = 3,43; 
7 т и 42 з(— 1) == 3,43 


Рз (1) = — 1,57; Рь (6) = 8,43. 3122. ам) 


р ИИ. 3123. у=0,808 0,193 — 


х 3. 
Е У]; зп 2050 ‚341; 
— 150 


зп 40° = 0,645; з 80° 20,994. — 3125. Р(л) = — (2—4). 


3126. т. 3127. Ви(х) = х; Ви (х) = -- ;$ Ви (х) = 


-(---)(-—) № = (--) да — х. 3128. Ви(х)= 


п 
— ай — к 
ее Н.)) о с а 
п [и 
=0 


3129. Ви (х) = а —(- хз -- == (1 х)*. 3130. Вол (х) = 


: «(= р — =) в = . 3131. Ва (= 


= ем [. 4+ (ет 


х(1—х), 
п 


=], где 1=ь-—а. 3132. Ви(х) = 


1 
=— сб 1-2 зп р А 
2 [( 2в = л 21 В ы |], 


п- 


р л 8 Ш с0$ (2—1 х 
где = — |, 3135. олёа (х) = -— — — тран 
аб) от 
в=] 
ЧАСТЬ И 
ОТДЕЛ \1 
3136. Полуплоскость х >> 0. 3137. ИЗ зЬ 


3138. Круг хз - 2 <1. 3139. Внешность круга д? -- ий > 1. 
3140. Кольцо 1 < 3 -- у <4. 3141. Луночка хо 
< 2х. 3142. 1 за -у<1. 3143. Полуплоскость х-- у < 
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< 0. 3144. Пара вертикальных углов |! < Ех| (х 520). 
3145. Пара вертикальных тупых углов, ограниченных прямыми 
у = Ону= —2х, включая границу без общей вершины О (0, 0). 
3146. Криволинейный треугольник, ограниченный параболами 
у = х, у = —х и прямой у == 2, исключая вершину О (0, 0). 
3147. Семейство концентрических колец 27 < х? -| у? <л Хх 
ХЕ =Оо, Ь2,...). 3148. Внешность конуса 3 -- 
у? — 28 = 0, включая границу за в ычетом вершины. 3149. Со- 
вокупность четырех октантов пространства. 3150. Внутренность 
двуполостного гиперболоида х? -{ у? — 23 = —1]. 3151. Парал- 
лельные прямые. 3152. Концентрические окружности. 3153, Се- 
мейство равносторонних гипербол с общими асимптотами у = 
== + х. 3154. Параллельные прямые. 3155. Пучок прямых с вер- 
шиной в начале координат, за вычетом вершины. 3156. Семей- 
ство подобных эллипсов. 3157, Совокупность равносторонних 
гипербол, асимптотически приближающихся к осям координат и 
расположенных в Ги ПТ квадрантах. 3158, Семейство двузвен- 
ных ломаных линий, вершины которых расположены на оси Оу, 
3159. Ги ИП! квадранты при 2 = 0; семейство двузвенных ло- 
маных линий, звенья которых параллельны осям координат, 
а вершины расположены на прямой х--у = 0 прв 2>0. 
3159.1. Линии уровня — стороны углов, параллельные поло- 
жительным направлениям координатных осей Ох и Ом с верши- 
нами на прямой у == х. 3159.2. Семейство контуров квадратов 
с общим центром О (0, 0), стороны которых параллельны осям 
координат Охи Оу при 2> 0; точка О (0,0) при г = 0. 
3159.3. Прямые, параллельные оси Ох, если г < 0; стороны 
углов, параллельные координатной оси Ох и положительной 
полуоси Оу, с вершинами на параболе у == х?, если 2 > 0; поло- 
жительная полуось Оу, если г = 0. 3160. Пучок окружностей, 
проходящих через начало координат (не включая этого начала!) и 


ортогональных к оси Ох. 3161. Кривые у = =. 3162. Кри- 


пх 
вые =. 3163. Семейство окружностей с центрами на 
пх 


оси Ох, ортогональных к окружности х? - у? = а?, 3164. Се- 
мейство окружностей, ортогональных к оси Оу и проходящих 
через точки (—а, 0), (а, 0), за вычетом последних. 3165. Прямые 
х = птлиу= пл (тп = 0, 51, 2,...), при 2 = 0; система 
квадратов тл<х<(т-1л, плхузи- Ол, где 
{—1)”+^ = 2, при 2 = —1] или 2 = |. 3166. Семейство парал- 
пельных плоскостей. 3187. Семейство концентрических сфер 
с центром в начале координат, 3168. Семейство двуполостных 


37-2383 
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типерболоидов при и < 0; семейство однополостных гипербо- 
лондов при и >> 0; конус при ци = 0. 3169. Семейство эллипти- 
ческих цилиндров, общей осью которых является прямая х -[- 
-у=0, 2=0. 3170. Семейство концентрических сфер д? - 
- и? -|- 22 = дл (п=0,1,2,...), при и = 0; семейство сфе- 
рических слоев лп < х?- у? -|- 22 <п(п-1- 1), где (—1)" = и, 
при и = —1 или и = 1. 3171. Цилиндрическая поверхность 
с направляющей 2={[(у), х = 0, образующие которой параллель- 
вы прямор у = ах, 2 = ©. 3172. Поверхность вращения кривой 
2 = [(%), и= 0 вокруг оси Ог. 3113. Коническая поверкность 
с вершиной в начале координат и направляющей: х = 1, 2 = 
= [ (У). 3114. Коноид с направляющей: х = 1, 2 == [ (у), обра- 


зующие которого параллельны плоскости Оху, 3176. Е! „= 
Хх 
=} (х, 9). 3177. УТ. 3178. [(0 = 21- В =х-ф1+ 
+4у >09). 3119. ох = + (а—у:. 
3180. 1, у= = ‚ 3183.1. Нет. 3183.2. 0; нет. 3184. 2) 0, 
у 


1;5 >, 1:8) 0, 1:00, Ед 1, ©. 3185. 0. 3186. 0. 3187. а, 


3188. 0. 3189. 0. 3190. 1. 3191. г. 3192. [1 2. 3193. а) Е << 


2. 6) < < г. и к ое. 3194. Точка раз- 
2 4 4 4 
рыва: х= о, у=0. 3195. Все точки прямой х + у=О0. 
3196. О (0, 0) — точка бесконечного разрыва; точки прямой 
х+у= 0 (х 52 0) — устранимые точки разрыва. 3197. Точки, 
расположенные на осях координат. 3198. Совокупность точен 
прямых х = тлну == пл (т, п = 0, +1, 2, :..}. 3199. Точ- 
ки окружности х? -|- у? = 1. 3200. Точки координатных пло- 
скостей: х = 0, и= Ои 2=0. 3201. (а, В, 2). 3203.1. Равно- 
мерно  непрерывна. 3203.2. Равномерно  непрерывна. 
3203.3. Неравномерно непрерывна. 3203.4. Функция непре- 


рывна’ ва Б, но неравномерно. 3212. Е (х, = 3212.1. 
{. 0, 0) =0, Ё (0, 0) = 0; функция недифференцируема в точ- 


хе О (0, 0). 3212.2. Функция  недвфференцируема в точке 
О (0, 0). 3212.3. Функция дифферениируема в точке О (0, 0). 


3213. 24 авки, 04 дари, а ав, 
| дх ду 
и бу, 9 орви, 21. Е 


дхду ду? 9х Г. 


@ хх ди 0 би _ Е ди _2*_ 
ду р’ 08 *' дж и в’ 
315. ди ее ди ——__2= ды е д?и =: 
9х Ры ду уз де дхду 
— 2 ди бх 3216. ди у ди 
= —— ==. жи ж—, — = 
г 0 и 04  (и-уа ду 
к О ен ЙА Ь Сы 
(2 уз ь д (а у ь дхду 
_ нем ди _ __ х (1—2). за. 9“ — 
ету ' ди сил ° 
т -ну + ксоз (у, = 9 сое, 9 
ду де 
= 2605 (х -- у) — хз (х-Р у), ыы == 505 (ху) — хят (х{ 9), 
Хоу 
д*и р ди 2х 51п х? ди 
= —х& п (х . 3218. —— = ———————— 
Е х 5 (х-- у) т я бу 
= С05 2 д?и о 21т ла -{- 447 с0$ х? _ 9 > 
р о у ’ дхду 
Н х] 
_ 2х | Фи _ 25052 ‚за. ре АЕ ЕО 
и ду Гы 9х у у 
ди а мы ди 2 ._х 88 о 
ЕЕ В ЬыИВ — = и —х 
Е у’ у итй 
Хвео -®, 6 — — -2% ес? х И ыН 
дх ду ГЫ у м 
Гы д?и 2х3 хз 2 х хз 
х — з 1 п —_ 563 —, 
у’ в у Ри р. р 
ди ди дц 
3220. — — их, —— = ап = — = — 1) #8 
в” 9х в: 
д: ди ди` 
= 49 (1 12 = ми? > 0). 3221. — = 
дк ду (1+ ух), бу 7 11? х (х > 0) 5 
ра „ди_ 2у и _ _ 1 и _ 
хи *” ду = хуи’ да («у " диду 
ри 29 9?и 2(х— и’) 3929 ди Г 
= =—=—, =———.. и не 
ии д (хи дх ж -- у 
_ди__ х 9% _ 2ху и _ _ м — 
9 ии’ да аи’ дгду ау 
9и 2ху ` би 1 ди 1 
— = —_—__——_, 8223. —=—_—, = , 
9 и -- у 9х 1-м ду 1-у 
р ОИ. ЗВ ий 
де 1+8" д  ' ди аи 


37* 
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_ди ди _ _ хзрпу 
бу. 32. Е: аа, 
би и би ити ды 
д пар’ дк Цар ° то 

21| ди _ И х 
ния 7 с афудри, 
_Фи 2 — рф 2 9°и _ Зху 
д — (а -- ут 22) ? дхду — (2- у ° 
3226. === (=). = —= (=). 2 

ду 
=(=) и, ие) | ы № 
9х? х у ду? 
ев (= у. ди =(=) ===, ди ыы 
922 дх ду 


Е И 
РИ +") (.>9) 3221. == = ; 


ди _ и шх 94 _9и _ ушфди 
ду 2 а 22 ы дк 2 па о ‚ 
„би _ ишх д*и уи Шх 9? 
= —=—_—__ (22 шх), = 
ду 2 ь ге га (22 у ) рт 
_ уши ди _  уи(2-фут»я д?и 
хга у дх дг х23 у ду дг 
А И И ыы а Е и О 
2 дх х ду 
73 2 __ 
= 2 щих, ии Вл 2 ый ци, 
92 к? 2 
ди В _ди_ и 
== 29? Зи (г — 1 20? п х) 11 х, = уйи (1+ У шхх 
ду? а. 
х шх пу, Га = эм и атишх, Е би Ши пу Ро 
т х 92 р 


х(-+ишх), — == у шх [1 -- 2ату(1- ум х)] (х> 
2. 


>0, у>0). м ‹ [у ©, 0) не существует. 3235. 4и = х"— х 
хут- (ту ах -- пх 4), Фи = хп уп-* [т (т — 1) уз 4х -- 2тл Х 
Х их ау + п (п— 1) х2 4]. 3236. 4и = и ‚ Фи= 
у 
2 хах -- уду 
—_—а 4х — ха. 3231. ди = ———- Фи= 
Бато ыы уе ' 
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— 2 а а 
т о р: И 
х у 
(у? — х?) (4х? — ду?) — 4хуахау 
ао ди = ем (у ах -- 


-|- хду); Фи = 4 [уах 2 (1 -- ху) ахау + х?4у?]. 
3240. 4и = (у 2) ах-| (2- х) ау- (х-- у) а2, Чи == 2 (ахду 


(2 -- у) 4: — 2г (хах - уау) 
+ аиуаг -|- агах). 3241. 4и= се , 
22 [(3х2 — у3) 4х? -- 8хуахау -- (3у* — хз) 4у?] — 
— 4074 у?) (хх уду) 42 
(у 
3242. ах — ду, —2 (4х — аи) (4у - аз. 4244, а) 1+ тх -+ лу; 
6) ху; в) х-{ у. 3245. а) 108,972; 6) 1,055; в) 2,95; г) 0,502; 
А) 0,97. 3246. Диагональ уменьшится приблизительно на 3 мм; 
площадь уменьшится приблизительно на 140 смз. 3247. Умень- 
шить на 1,7 мм. 3249. Д == 10,2 мз; 6 == 13%. 3250. А = 7,6м. 
$251. [, (х, у)и [т (х, у) пе ограничены в окрестности точки (0, 0). 


Фи = 


3256. ее = 24, = = 0, ая Е, 

3257. ее =0. 3258. а == — 6 (05 х -+ с0$ 9). 
3 

3259. Е =0. — 3260, = 24? (1 -- Зхуг -|- 

+ 0у. в. —— = = —- 9-9 6—9 У =, 

где г= Уи 3262. - = р. 

В рых 


(Хх утта 
Хх --2 (тх пу) + т(т— Опт -—1)]. 3265. (х-ф 


-- 2) (и-- 9) (2-- геи. 3266. т 3267.  Е(0= 
= (9 -- 34” (0 - 8" (0. = 3268. Фи == 24 (454 — 2ах34у — 


д*и 0*и 
— Захдуз 4); = 24, ——= | 
24хдуз -|- 4у*) Ри 24 оду 2, 
д*и ди о%и 
—— 0, == — 12, —_—= 94. 3269. ди = 
дхадуз дхдуз д ы в 


== 6 (4х3 — З4х?4у -- Захау? -|- 4уз). 3270. Фи = — 8 (хах 
+ у4у с0$ (2 9?) — 12 (хах -|- уду) (ах? -- ду?) т (2 -- у?). 


91 (4х -- ау) 
Зи —, 3272. Фи = — (48 > 
(«ую 
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— Т5алчду? | 154х244 — ду°) соз х св у — 2ахау (34% — 
— Юахау Ел ты зхзНу. $273. Зи = бахауаг. 3274. 


и 2 (-=- т +-= и: „3075. фи ны хх 


Х (а4х Г 64у)". 3270. апи = ; С Х-Ь (1) У (ура. 
&=0 

3277. ати = №”) (х фуд (ах -- 4у-- 42). — 3278, — бпи= 

== ея (ах вау + са. 3280. а) Аи и, 

Аи =и; 6) Ани=ь Аш-=0. 3281 а) Аи=0; 6) Аи= 

=0. 3282. а) Аи =91(х2 — уз) (у — хай (21 — ху), 


Али = 6(х--у-- 2); 6) ды, где г уйти ‚ 


и =0. 3283. > ра); Е Ри 
= 2 (ху 2) + 4 (аи 2); Аи" 
(и ТУ-2). 3284. = =й (+ = +-- в (= р ; 
ыы. 3: а) 
коре тр» 
же, бабе 
в х, =) +5. =) 3285. = 
= | - 12 -|- 921; Е = хр -| х2В; =: == ху 
== 5 = Ва + у + уз - 29Й + 2угЙз + 291265; Е 
= ха | 222423 -- 2233; = = ху; т = 
= хубро Е дуб - хо хай Зла В 2; 7 ы 
= хуЙз-- 29453 -- хузаз -- у; = = хЗурз -- дуга 


ыы ы 
+ >В. 3288. =_= ПЕНИ Гая и 1. — 3087. ди = + 
Е а. 3288. биз 
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=й (0 (45-49;  би=РО (ах 4. 3289, Чи = 


аи — — з 
ах (хау — ч4х) _м, хах уу. 
х в . 3290. аи= уя-у . 
ом. 6х 949 ‚._(@4х — яду) _ 
Фи = | аи ре т аи" и уе . 3291. ди 


= (041, би =р(даР--Р (да, тео = угах + 2жву - 
+ хуй? в 4 = 2 (24хау + удхаг |+ хдуд?). 3292. аи =2Р Хх 
Х (идх -- уу 242); Фи = 4]. (хах -- ау + 242} 2 а -- 
- 49: 421). 3293. ци =орах -ЫБду; Фи =оай + 
= зар оахау + ду. 3294. иж. -НЬХ 
Хх (4—4); фир. 21: (ай фт) ых 


Хх (4х — 45)". 3295. ди = | -(уах | хау) + Б- = == —_; 
4х? — хула , 

фи = Пу. (уах + хау)? 21. + Хх 

х + 2 „4хду — 2. _ бо 


3296. ди = [-(4я -- 49) + 6-45 Фи = 49? + 
4-27: мя аа ра. 3997. Чик + 
+24 -(адх + уду + 24г); 1 Фирма а +, Х 
Хх (4х - ду + 42) (хах -- уду ++ 243) + 42 (хах - уду -- 242)? -- 
--2р- (4х? -- 4" -- 427). 3298. 4и=Н. и 
ор. И 

4-22 {у4х — ху) (г4у — у42) 


уз 
‚ (4х — жду) ау 
ры 


+ №2. 
{24у — иаг) 42 
о. 


(24, — 94: 
—_—_ 


— 21 —2р. 3299. аи 


= (п- 2-е) а; би = (чо На + 61+ 
+ 128 ЭЙ -- 26 - 6.) 4. 3300. би = арх + Бру + 
-- ера; Фи — ара? + роду? здг?  Забройхду 
++ ар захаг -- 2вераауаг. 3301. аи = 2. (хх -- 949) + 
+4 26 (хах—уу) + [5 -(уах + яду); фи = 4Ру- (ках - иду + 
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+ 4-х ху ду)? | 4Рз- (у ахх ду) + Во. (Рад? — ду?) + 


-{ 83. (х4х-ру 4у) (у ах--х Чу) ВР. (х 4х — у 44) (у ах --х 4) -- 

+21. (2 + 49?) + 21. (4х? — 44?)  4з-ах ау. 3302. ати = 

= К") (ах - ву -|- с2) (а4х --о4у — са2)р. 3303. Пи = 

е НН +4 Е ) Е, 1 0, где Е=ах, 
Пу: — —_ ао - 

=, (= с2. 3304. 4”и = [= х. а п" 


+ аа 


—[аах 


+&-5- +4 (> Е +6. —— С 


9 
и +5 | НЕ т 0. 3305. РОЕРОЧ-Х 
с р 


хР(г). 3316. 1. 3319. луг. 3331. х = у =х. 
х 


д д 
3332. 2х = 22. 3338. уполя о. 


—____, 8344. ны 2 59. 3345. 
^/ю+и 

== с05 © -- с03 В-|- 037; |вгаё и| = ^/З`. 3346. — |вта@и| = 
1 


=—; с0$ (сгааш. х) ЗЕ. , с05 (сгаа цу = 
п "о 
= —-№_, соб(агаа и. 2) = —-^, щепе л/а. 
То то 
л ди . [7 
3347, —. 3348. = . 8350. = с0$? а -[- 
о 3142 эр г + 
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ди и 
з 2 : о 
г а 605? В + 605 у-- дк ду со асе В+ 2“. х 
а 
Х с05 а с05 +2 Е > с0$ В со %. 3352. „- — 0,5. 


3353. их (х, 2х) =иу у (х, 2х) = —4/Зх, и, жи (х, 2х) = 5/3Зх. 
3354. 2 = [7 ы ++ ф 4. 3355, 2 = Ф (4) ф (9). 3356. г = 
о и (х) Ра, (ху +... ТТ фл ). 3357. и = ф(х, у 
ее 2). 3358. Ее + и? — 224. $359. а 
= на 3360. ито У). 3362. Нули 
и В пе могут целиком заполнять никакой интервал 
(я, В) с (а, 6). 3363. Множество нулей функции } (х) должно 
быть нигде не плотным на интервале (а, 5), причем каждый нуль Ё 
функции [(х) одновременно есть нуль функции & (х) и сверх 
того существует конечный предел 1 [9 (х)/Кх)|. 3364. 1) Бес- 
х-> 


численное множество; 2) две; 3) а) одна; . две. 3365. 1) я 


численное множество; 2) четыре: у=х; у == —х, у= |х 

у = —]х|; 3) две; 4) а) две; 6) четыре; | одна. 33686. 1) А 
1 2 

где; 2) 0< || < 1, |х| = ЕЕ $ Эх=0, |х|=* 


== 
= 1; 4)1< 1х] д/-=— $ однозначные ветви: у = 


г а ея (ед ЕТ 
ВЕ 


ге е=—1, Ё 3367. Точки ветвления:  (—1, 0), 
ет — 2 

Е ЕЕ 

{1х1 < 1), где &(х)= —1 1 зпх и — пох. 3368. Мно- 


жество значений функции Ф(у) должно иметь общие точ 
ки с множеством значений функции |[(х). 3371. у’= 


х 2 2 2 
ра и : у” = 2а 5 3372. у’ КИ, 2 + Р 
х—у &— у) х—у «—и 
3373. у’= 1 ь п ПР, 
1 —ес0$ и (1 — 2 с0$ у} 
(1 — а ВЕ * РЕН 
а, по р ШП -2-ИХ 


ши) '’ = 9 (1 — пу 


Хх (1 — мл (1 — ту) —х(1— пу? . 
7 ж (1 — пу} ААУ Е * 


«‹ 
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у" =0. 3378. /(0=-В 00)=ь 3379. и0=06 
120) = — №33; 930=453. 3380. у=— 


2— лу | д (що — у» } ди 


у — 1 дк э—у’ 
ЗИ обо Иа 
Г а' дла (8 — у ' дх ду 
хуг й 922 хг д 
(я—ия * ди аи бя 


ду 

е г бы 
. 3888. = Е 
д*г 


194 ): и С ый не а 


"ая 
р 4х--(1 — х2) 49. 
++]. зи, а ен, 
2 (9 (1—иу2) а -(х-ну-г (1 ху) ах ду-- х (1 — х2) 45? ь 


(1 — 24} 
2(и4х-- 249) . ИН 22 (удх — хау)* . 


у&+а ’ а 
ывп 9. 
7 ({— 2 
г Ее и, 3394. ди 
Кх — 2} Нуо-- ПЕ 


@: = 


3392. 4: = 
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= Я — 26 98 4 
ЦР и-ту— и] дх ду (Е 2220} 
а „1 2 (21+ 22) (Ру 2) Ез 
ВЕР — ОРЗ РР и. 
х[ 2Ри 1Р2Рю + №1 22] (Е 
РА — Р. Р.— Е, 
ав. В, 9 А, 38. я 
9х ЕР № — Е.— Е 9х 
Р-Р 9: ы 922 
ЕВ +) = 
(и ея) = 
= — РР (Ри +2 + Ри) —2 (Ру + Ро) Е. (Рз + Рз) + 
` , й . д2г / *\— 
+ (РЕ в)Ры]. 3908. = — (хРа НУР) х 


„2. 


РЕ Г РО , „ 7.2 

х (Е Ри — 2. Р.Р Р, Ри) — 22 (хРу НуРо) Ру |. 
‚ан я .,3 
Ро Ри — 27: РР + Ра Ро 


3399. а) о 4 
(+ Е) 
РР — 2. РоЕ + ЕР. 
6) = 2Ги Е. Е. 1227 баке 
(хЕ, + я) 
} 2 
3399. = — (24х — ду); = —— о 
3399.1 Е {24х — ви) а УЕ (24? — Бахау-- 
4х _ #2. 4 __2-х 
-+ 24%"). 3401. 4: Е : и Е. 
За о, А. ыы, 
а? ая 4 
ди хим [2 уц — ди хуи. 
3403. —=——; ее: —=—; 
дх у дх же у ду ху 
4 


хи сз 1 

——=———( >06). 3403.1. Чи = —— 49; &®=> 

ду и (и-и>0) 9 

ву 3404. и {то-Ехсоз и) а —@ти—хс0$50] 4. 
3 х60%9- ус05 и 


р — (п о—ис05 и] 4х бп и-ру сов и) бу, Фи боя 
я 059 -- усоз и ХС о-- у соц 

__ _ @4х ©0830 — хо $110) 40 —_ @4у соз и — у4и зт и) 4и 
я с05 9 -- усо$ и дез о-- усоз и 


3405. мя: = ци: —6 4ц = 48 
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в = и 44), 3406. г +-); < =3(е + 
1 . 4 о, р ыы 
++}: 2; с(: +-)- 3407. >>; 
дг 92 дг 3 
—— = — Зи; т и (и = 3407.1: ——=— 
Е бу и-Э( ). 9х и ; 
о. бы 2, Вы ба 
ду 2 дх ду 121 дх? 
__ зи ф--с05? Ф со? ф ‚ 3409, 92 _ 5120 : 0 ти 
513 ф | д и? дх ду 
ое 9 940 3410. 4:=0; 42 = 
из ду? из 
: 2.112 — 
Е ЖЕ Е ыы 2 
2 4х х— 29 ах? х—2у 
Во 3412. О № ОИК: =-= 
(х— 2) дх уг (2-1) (у-Е2) 
ди ох с, (9100 пу-, Заз 02 а 
{у 2) (2-1) (уг)? дх 1 
х(2 №), = тим ам 
ди д бо ди ду Г\ ди ди ди 
вое ре 09: 9% 2 20% 09 За, 2%. _би 
ди 4 95 д дх Г 94 ду 
—1 9%, 0 == { а ВНЕ АВВ 
Г %’ да в Ц 0 д ди 
х (2.2229 24) № №№ 
до 90 дидо д дидо ди 00 до 


диз д д дхду 1 90 ди 

__ 99 94 \ 4%. о 9$ 0 _ 9. 5) 
> диз 9% 0% 0% дидо до — (5= 

х 9%. +-* 9%. 5%.) +(->* 8% т =. 94 \ 9% 0 5, 
ы ду? ди ди 

А 99 5 =) =} № 

ди ди д диз (а. (5 

д*ф 9ф 0 \ 4$ 90$ 9$ 9 — 9$ = х 


2—9 9) (№ й ее 
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до [2 о... ди $то 
= 608 и —; 6) = 
ду [7 и и 9х ей (1по— с0$ 9) +1 
ди _ — с05 9 4 __ — (2 — с0$ 0) 
ду ей (51 0-—с05 0)--1° д и (ей (то — сов) НЦ ' 
-%_ ее -- по 41 Чи 1. аи 
ду и [ей т 5) ° ах ’ а 
д (а, №) д (1, Р д 
ЕАО. 1 1 п - 
о о и * г иг ты 
ий Е) (: д 

8 — 3 — ОА 1 в 

т + 1 Иа а ‚> та 
д _9 (а, №). д(2, 1) 

в — где {= =, ыы 
р. =) „|, д (у, =) 09 у 
—-0. № 1. ща Ты ди 

9 (х, у) В (х, у, 2) 9х дх ду 
вы, мен = 9 „0% Й_ 

ду [ду д (г, {) 9 (г, 8) 
3418. ЕЕ: Ив А, где п = 

дх 1 ду 1 92 1 
д, Ре. 
д (и, ®) д (с, ©) 9 (0, и) О (и, о, &) 
3419. Е, ры. | 908, 
1 д(х,й’ дд’ 
в =-2 6 3431, хиихоО, 3432. му о. 3433. 2 _ 
9 (2, # а? 
ах \3 у зу ау 
— 11| —] =0. 3434. —— =0. 3435. —— —3—— 
[а ай у ав аЁ т 


2. ра 
5-2 = —6бу=0. 3436. = 4 п2у=0. 3437. рту. 


94, миф’ и-0. 9, Ч 
4 2 ав 
-- (и + би =0. 3440. № 5.0 3441, а Ыб. 
4?и аи 
3442. 8и (-—) =0. 3443. в 1 
анг ( РТ + 


-- 2% бо. 3444. и’иы А и 3448. Фриц, са 
а (а— 5) 
ЗА4Т. Р (кии, и, И =. 3450, Ни, 3451. 77 = 
Ф. 
— 1 м 
= Вы 23, 3452. г (7-27? — у/") =г. 3453. == 


5129 
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345. КАИ. 3455. 47 = из. 4 __ |. 
(Р-р а! 4 
3456, о-в (= ‚ 3457. Ух; У = $ У = 
4! @ у" 


тете в . 3458. 2г=Ф(х-- у), где ф — произвольная дифферен- 
цируемая функция. 3459. г=0 (2242). 3460. 2=-—4- 
а 
$0 —5). 3481. :=2(-). 3462. 9 еано 
х ди де 
о ео. Зв 
ди Г...) до р 8 о 
хи, 3463, био ира ие 
8 ди 4% 
ыы) 
заб. ОНА о вв 9 ЕЛИ 
р к ш- 
3 29 
заво. 0% 0. з4то. 95 = 2 т. 9 1 би, 
9 ду у ду 90 р 
2 
Л 
ва И, 3473. + 
я (*- о ‚> Е 


4-29 4 29 ий 50. 3474. о. 
до де де \? де \2 


= (1-2 #5) 


пд в 2, 34 А= 
945 № бе. 
ди 

20% за м _ м 3481. 5. 
ди 00 % $ 

345. п=шг м, 9463. =(——) + (= 5 
тм д 

8484. шк т 05. пар 94 

Ты РТ р г 
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а зат. ты 8 
й г 9 9ф д 

3488. и—=ф(х— а) -- ф(х- 1), где ф и ф— произвольные 


3486. ш—= 


д 
Нкции. 3490. == 0. 
фу а -- те 
д? д?2 дг 
3491. -- 2 —— |= 0. 
ы Е и? въ и о (|= -) 
В д? д:г 982 
3492 ы =0. 3493. 2еш:—0 
ди? + ди ди г дя И 
3484. = 946 Е = 
11 ди до 25 6 ди до 
А ле 3497. (9,92, 
и{4—н) 4% ди ди ди 
3498. 92 20 0 349, _ 0 ПЕ Е СЗ 
до? и? -- 52 ди ди до и?— ди 
О, 3500. (1--= А 
д ди д (С 
3501. и=ф(х-- №) 5 Ф («--№), где М и № — корни урав 
нения А --28А + С =0. — 3508. а) ди м 1 4. 
4" г № 
$“ 2 4 1 22 1 4 
6) А (Аи) = — ВВ == . 3504. 
| _. в. а ого Ш вя 
гы д? ди 
—— с =0. 3505. А=Хх — 

ь диз + аи т 9х3 9ХдУ + 
ди ди д 
+-х. = ( 5+5 (т о) 

ди ди 
х (= ме а. ). 
и ее 91 д 
г. д? 9:2 


ду? я ду? о 
= (+ > Е ии язв Е ы. ме ь 
Г] 
х[-‚ (= о 510 = ВВ =) -+-ые $1120 ее Я 


3512. (5 в =„)-= (= > ) +(5—). 3513. = 


=0. _ 3515. 29. 1 3516. РИ 
дя ди 2 ди? 


ди ду о до 
= ж. 350. 0: 3518. 29 
_ ди до ди? +(- ) дя ди? ы 
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ди ди 2 ди \2 92% [2 
— — —] =0. 3519, = ——. 
‚В диз +( >) + до. ди до о 
д* 
з520. 2 4 0 0 353. 2% 0 3504 ее 
диз ы ди до 
НВ # — 1 
а т а- 


-- (=) (= г] 3526. х-=уф (2-Е (2). 3527. е. у)х 


х—х 
х 22 ов Хх, У С, 0. 3528. с 
ду у 5 у+ ( ) —соазть 
р 2 — 20 = (х—хо) с05 м {в 1% - (у— 
— пазть с05 


— 4%) та 14 &, где х=а с0$ © 60$ 4, \ = ап 60$ №, 2 = 


= азт 4. 3529. М 1, =>: «= (2—с*). 
[Я 


а 
3530. ой ИИ А РЕ х++-у-22-=4. 3531. ее В 
1 1 2 з 
у! —3 : . 
г . = т $ Зх- Зу—г=3. 3532. х+2=2; у--2=0; хг= 
а 
=0. 3533. мы, 9: м (—-;, =->). 3537. Чеф== 
. . ди 16 
= Хх, 60$ & х, та. 3538. — == —. 
Ри (ош) + (о, Е 243 
х—1 у—2 2—5 
3539.  2х--4у—2—5=0; Е, 
ры 2 4 в 
3540. 3х -- 4у-- 102 = 169; ви Ро, 3541 = 
34 в 4 
л 
1 "о 
——(*-—у ^ == у =——. 3542. ахох-н 
1 1 р. 
Бои - сло == 1; № 2 3543, ху 
ах Ву с2о 
бе И, ЗЕ: лана 
РИ а 2 
И с 
Л 1 28 а ь 
Х 0$ Фо зил фо | -^— фо == |; и 
с С 


— 9505 фо созес Ф — 6 2 с05ес Фо — с 


м 3546. х со5 Фо -- 
ас аб 
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Чутф —2ща=0; А о = 


с0$ Фо Ут Фо 
— пса . 
=. . 3547. ахзт и — ау с0$ 0% -- иоё = ибо 
— #0 
х — цо С0$ 5 у— шп 2 — а 3548 3х зу 
—————_—— = дд. к 
ат о — а с0$ и и 2 


+-—-=2. 8540. А (0, +242, +2425); В (+2, +4, +2) 
и 
о 


. а? Г с? 
С(+34, 42,0.) 3550. =Е-, уж, ==, 


где а =), 3551. х+-4/--62=-:21. 3556. 2 
риф =Ь 2=0; 32+ 42 =4, х=0; 3 -- 48 =4, у-0. 


22 ди 
3557. $8 < 0,003. 3559. с05 ф = = —_. 3563. -—— вх 
ы аа РИ + 
1 1 
+ 25; а) ии; 6) ю=у= = — мт ; 
в) на окружности х--у--2=0, 1-4 у--21=1. 3564. ыы 
20 


2 


и а 
^/-++ + 


3568. у =4ах. 3569. Огибающей нет. 3570. х3/3 -{- уз = 1, 
$ 0 8х? 

$571, | ху|== -—. 3572. у=-————_. 3574. а) у=0 — оги* 
2п 28 2% 

бающая (геометрическое место точек перегиба); 6) у = 0 — оги- 

бающая; в) у-= 0 — геометрическое место особых точек (то 

чек возарата); г) х = 0 — геометрическое место двойных то- 

чек, х = а — огибающая. 3575. Тор (ха у — Ю}*-- = 

== 78. 3576. ла -- уз зп В -- 22 5137 — ух 

Хс03 @ с0з В — 2х2 с0$ @ с0$ 7 — 292 с0$ Всоз ф = 1. 3577. [ху == 


= =. 3578. [2-5 Ми |=о4/2. 3579. | 
4п УЗ № 
г х 


У 
+] : < В* (ху 2). 3580. (х— хо) (у 
® д 2 № 
— 0 = (2 — 20). 3581. [(х, у = 1 («— 1 -2)-- 
—(4-- 2)*. 3582. [(х, у, 2) =3 [(«— 1+ 9—1 2—1) — 
— (— Поет 
38-253 


=— 


. 3566. х3-{- уз == р?. 3567. у= 5х. 


3 
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Ни 1-2 32—04 — 0—1. 3583. А, —П= 
= — ЗА - (— № — 21 + #2) -- (8 - ВЕ). 3584. (ХВ, уь, 
2-0) =Е(х, у, АЕ 2 [1 (Ах- Бу Е) + &(Рх-- ВУ Е) 1х 
х(Ех + Ру - С] Е (В, Е, |. 3585. хи = 1+ («— И-П х 
х (у— 1 -- ®, 1+0(=—1), 1+0—1) ©0<60<1), где 


Ка (, г Е 
х(— 4+ &4)+(-* 24 диз — - т] и = 
=х—1, д=у—1. 3586. ибн, 
3587. 2) о 6) ах 3588. (у 
уз). 3589. Р(х, у = ыы 7" —-(# жк +1 м 

3590. Е) = [(, Е В № (*, |. 


В-"Ь-т-а дп} (х, у) 
3591. — ДАлий (х, и) ы а ты о Е т! (в—т)! в 


п==3 т 


359. Еф еРа, + у не (=) А"| (х, у), тде А = 
П==] 


т (т — 1) 
=— -— г. 3593. Пра хз -|- тпху -- 
и 1. би а. 
3594. а ый ЗАРЕ хи В. 
тт! 
т, п=0 
3505, ууе И (я о, М < + =). 
т! Оо 
тя=0 П==0 


3506. Уз у-‹- и (1х1 < фо, 191 < + 5). 
т=0 п=0 


> - а хат уалч 
3507. УХ 1) Е. И (х| < >, |1 < 
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[2 2 хату 
. 3598. Зы ; 
«< <) у. тел 19 < +. < 
тг=0 П==0 
> (алия 
. 3599. п (аи оо). 
<+®) 2 ) т (их) 
8600. (— 1)7+8 (1х1, [91 1), 3601. [(х, у= 
Е ВАЗЕ ГЕНЫ 
51+ (-> Я ыы 2, — тии 


(|1 < Е, 19| < + ©). 3603. а 
п= 


{—- ох, 0<у<з2. 3004. 2 =1+204-—1 — 
— (и— 10| — [8 (= — 1) — 10 («9-31 
--... 3605. (0, 0) — изолированная точка, если а < 0; точка 


возврата, если а = 0; двойная, если а >> 0. 3606. (0, 0) — 
двойная точка. 3607. (0, 0) — изолированная точка. 3608. (0, 0) 
— изолированная точка. 3609. (0,.0) — двойная точка. 


3610. (0, 0) — точка возврата (второго рода). 3611. (0, 0) — 
двойная точка. 3612. Если а< В < с, то кривая состоит из 
овала и бесконечной ветви; если а = 6 < с, то А (а, 0) — изо- 
лированная точка; если а < В = с, то В (5, 0) — двойная точ- 
ка; если а = В ==с, то А (а, 0) —точка возврата. 3613. (0,0) — 
двойная точка. 3614. (0, 0) — точка возврата. 3615. (0, 0) — 
точка прекращения. 3616. (0, 0) —угловая точка. 3617. х = 
==А1(Ё=0, +1, +2, ...) — точки разрыва 1-го рода. 3618. х== 
=0 — точка разрыва 2-го рода. 3619. х = 0 — двойная точка. 
3620. х-= Ёл(2=0, --1, -52,...)—точка возврата. 3621. 2тш == 
—0 при х=0 и у—=1. 3622. Точек экстремума нет. 3623. Не- 
строгий минимум 2=0 в точках прямой х—у-|-1=0. 3624. 2гпии== 
=— 1 при х==Р и у=0. 3625. 2т.х== 108 при х=2, у==3; нестрогий 
минимум г == 0 при х=0, 0<у<56; нестрогий максимум 2 = 0 
при х= 0, — о<у<б0иб<у< о. 3626. ати = —1 
р х = ину = 1. 3627. гтт = —2 при х: = —Ь у, = -и 

= |, уз= |; экстремума нет при х==0, у=0. 3627.1. Мак- 


симум 2=0 при х-=0, у= 0; минимум г = —1- при х = 


| 
==>, у=- В седло 2== —1 при х=0, у=-Е ЁЬ и сед- 
38* 
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| 
л. г= -= при а, у=0, 3628. Минимум г = 30 


ь 
при х=5 нуи=2. 8629. —гшш = — а пы 
р ; в РТА" 
О Е Е И 
О а 5 3’ 
3630. 2тах = М -- С при =>, Е если с>0; 
[4 
И АЕНЕЕНЕ Ь 
та = — Мас при ==, у = —, если с<0; 
с 
экстремума нет, если с=0, а* -|- 62 52 0. 3631. 2тах ==! при 


х=0ну=0. — 3632. Минимум г =0 при х=0, у=0; седло 
1 1 1 

2=-— е" при х== ——, у= ——_. 3633. Седло г == е8 при 
2 ь 4’ : р р 


х=, у= —2 3634. Максимум г = 2"? 72,26. 10-8 при х=1, 


у=3; минимум 2 == — 26.6733 > — 25,51 при ==--, у= 


3 3635. Минимум 2=7— 10 12 20,0685 при х-=1, 


= —-— 
= . 


у=2. 3636. дах = > 3 при ‚= и у= а 3637. гти= 


3^/3 2 3/3 
— — при х=и= —. 2 = при == 
8 р у З тах 8 ри х=у 
=>. 3638. Седло = 1+ №2 я=10 при х= 


== 1, у== 1, 3639. Минимум 2 -= = — 0,184 при х =у= 
е 


1 1 | 
== — ^ з 0,43; максимум 2г= — при х=—у= ——; 
^е 2е у 4/22 
экстремума нет в стационарных точках х==0, уж ЕЁ и х= 


= 1, у=0. 3640. Стационарные точки (1+ 
++, ут (-— Пи — 9-м, 1-0, =Ь 


=2,...). Экстремум г=тд (= -- \) (— рты + 2—1)°, 


если ти п различной четности (максимум при т нечетном 
и л четном, минимум при т четном и п нечетном); экстремума 
нет, если т и п одинаковой четности, 3641. 2тт = © при 
х=0ну= 0; нестрогий максимум г = "1 при х? | у? = 1. 
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3642. итш = —14 при х= —1, у= —2, г=3, 3643. Ми. 
нимум и=—6913 при х=24, у=—144, г= —1. $644. Мини» 


1 т 
мум и==4 при Е. у=Ь 2=1. 3645. Шах = пря 


Х=у=: 2 = —: нестрогий экстремум и = 0 при у== 0, х 520, 


15а 15 а 
25-0, х-- 2у-- За а. 3646. Минимум и = 


4 168 
РЕ вт 
пре вы УбаиЕ, Вт И 9% Е 
2 4 2 
3647. Максимум и =4 при х=у==2 = 2; краевой минимум 
и=0 при х=у=2=0 и х=у=г=л. 3648. итах = 
9 пап --2/2 2 
= | при ж = же в и, 
(==) п --п--2 


3649. Минимум и == (п -- 1) 27! при х, == 2, д, = д, 


рек 
„=. 3650. Числа а, х, х., ..., Хл, В составляют геомет- 
а! 

рическую прогрессию со знаменателем д = —_ . 3651. Ми. 
| а 

нимум 2:= —2 и максимум 2.=6 при х=1, у= — 1, 
3652. 2пио == — (4--24/6) при х=у= — (3--^/б); гах = 
=2/6-—4 при х=у= — (3—4/б). 3653. Нестрогий минимум 


а За? 
2= — —— при хз 2 = 
РР ри х-Ру 


‚› 2<50; вестрогий максимум 


& = —- при о 2>0. 3654. а при 
24/2 8 4 
1 1 2-63 
п" у=>. 36855. гит = ии. при х= 
п, 
Маты ' тт ба 
при ПЕ Е НА Где = == 56 п аб 52 0 
Узи‘ ‘- уни‘ а 
эр а ав 
3656. г А Ира ИЕН 
о аз р а в" ы у а-ь ° 


3657. 2пип = Аз, 2тах == Аз, ГДе №, и А, —- корни уравнения (А 
№ СМ — В =бим <. 3457.1. Максимум 2= 05 -- 


‚ у= 4; минимум 2= — 60 при х=-2, 
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у= 3. 3658. Экстремум 2 = 1-- ый при ее. 
^/2 82 


у= и += (Е =0, +1 +2...) (максимум, если #— 


четное, и минимум, если # — нечетное). 3659. ипип = —3 при 


х= ее у=—, =; Итах=3 при х==—, уж 
3 3 
т+п+Р тип 
В Е А 
3 3 (т пр)" 
ей 366 Че пра зе. у 
т по р т+1п+р в Е а 
= 0, 2== +5С; Итах = @* при х=- а, у= 0, г=0. 3662. итах == 
=“ . при ду". 3663. —ицшт-== — ВВ 
\6 6 36 
при х=у= - я 2 = — ы 
м8 М5 ' 
2 1 2 
&=#= и у = ——— у=2 = п —; 
№ ^/5 ^5 А 
Итах= при х=у= — , и 2 = ы ‹ ХЕ 


1 
м" м % 


3663.1. Условный максимум и=2 при х=1, у=\1, 2=1. 


3664. илых = при ху. 3665. ипт=А, и Итах == 


518 3 
=А., Где Ари А; — корни уравнения (7 Е 


$2 
$112 о 05? © _ ©0357 В_ с05? 
ны я) -о м < 
„зы в а ва . л 
3666. ити = о Ава Итах = В. 
п — в —1 
3667. ити = т при зщ = и в 
в* а а? 
7 й 
=} = 
р а 
= 2... п). 3668. ит = при х:= — 


ПР- д 


п 2 
= 2... п). 3669, ить = у Уа при х; = 
г 


ОТВЕТЫ 599 


— 


— 
>. ег} (= 2, .... 0). 3670. итих = 


т [==] 
(о ааа, оба при 
и На... -Р аи) " й 

Е ИЕ п а еек, 3671. Экс- 
|. ба бл а: 8... ал 

тремумы и == А определяются из уравнения {а — Аб; | =0, 
где 6 = 0 при 52} и би = 1. 3675. ЦИ г = — 65, зар г = 
= —0. 3676. Ш 2 = — 75; зиыр 2 == 125. 3677. ПИ а= 0; 


ир 2= 1, 3678. ИИи=0; бир и == 300. 3679. Шри = 
=—>: зир и =1-- 4/2. 3680. ШГи = 0; зири = ем 


= 0,37. 3682, Нет. 3683. Минимум равен - ь 
Уа 
3684. Слагаемые равны. 3685. Множители равны х; = 


мо 


( | 1 1 ме с, “п 
1 а, “т ) 
аа [2 . 
== т - п @=Ъь 
& 
(4) 1 
2..., п), где бб (1=1,02,.... П) — соответствующие пока- 
| | 
ватели степеней; наименьшее значение суммы (--+—+ 
р 
1 1 
[г [7 ее: [7 
о ый \/а 1 ? Ч 
Е 1, гол п) 
1 п н 
3686. х ль " п хь = — Ут ту ге М = У ть 
м м м = р 


3687. Измерения ванны У ‚ у, 7. 3688. Н == 


=2В =2 ^/-- ‚ где В—радиус Цилиндрической поверхности 
л 


|} п 
в Н — ее образующая. 3689. х= г. у, хь 


600 ОТВЕТЫ 


Минимальная сумма. квадратов расстояний равна п — 2№ 
п 
+ У (&+и-+2). 3690. Угол наклона образующих конуса 
= 
В 
к его основанию равен Е 3691. Угол наклона боко“ 
о 2 
вых граней пирамид к их основаниям равен ВЕ 


3692. Стороны прямоугольника и т 3693. Стороны 


р Зр Зр 


треугольника а а и а 3694. Измерения парал- 
лелепинеда 2 , А и К 3695. Высота параллеле- 


м м № 


1 
пипеда ра высоты конуса. 3696. Измерения параллеле* 


28 и й . 3697. Высота параллелепи“ 


Ее = 
3 ^^ ^з 
деда й == ава. если @ > агсв 4/9, и #=0, 
на—^\ 
если 0< а < агсв ^/2. 3698. Измерения параллелепипеда 


пипеда 


аа Би. 3699. Ах Ву т Со +В 3700. ах 
2 А Аз В + С А 
1—2 У1—У2 21—28 ь 5 В 
пий 
и п ,-^/ 17 п1Р: ВЕ | 
топ Пр» Рэтз 
т п 2 
3701. 1 —. 3702. Квадраты полуосей а8 = А; и 6 =А, 


44/2 | 
являются корнями уравнения (1 — ЛА) (1 — АС) — А?В3 = 0. 
3703. Квадраты полуосей а? == А, 63 = А; и с? = А, являются 
АМ ПА РА 


корнями уравнения | ОА ВА^—1 ЕХ |-=0, 3704. т х 
РА ЕХ САМ 
х А? + В + С*. 3705. ЕЕ, 


А/а? соз? © -+ 52 с052 В - 2 соз* у 


3707. Угол падения равен агсут (1 5 =); отклонение луча 
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равно 2 агсзт (. яп )-“ 3708. Искомые коэффициенты 


ав 6 определяются из системы уравнений а [хх] -- 6 [41] = 
п 


= [ху], @ [41] - вп = И где [ху] = У хиг и т. п. Задача 


= 


имеет определенное решение, если р (хо. 3709. 45 2а = 
#2] 


В р = хсоза -- узта, где х = 
о —Ш#— + 

3 Ум = ева у хи и т, п, суть средние значения, 
п = п гы 


3710. 4х — 7/2; Ана == 1/2. 
отдел уп 


3711, Е(у) = Ь если — ®<у< 0; Е (у=1—29, если 0<у<| 
Е (и) = —1, если 1 <у<-- оо. 3712. ЕЁ (у) разрывна при у=0» 


л 8 2е 
$713. —; 1; —; 11 . ЗИЗь. © 
а) я 6) в) 3; Юй — ь 


3715. Нельзя, 3718. Нельзя, 3717. БЕ’ (х) == 2ле-м ея 


ха 
=. ие ау. 3718, а) — (14191 па 691 698 @ 1 05 2.) -* 


$05 © 


З ге я у 1 я Неа 
Ма х ах; °(& + ЕР: та (6-9) 
—(--+— ‚чпоце+а); в) — Ш (1--а7?); г) Ко, —@)- 

[2 аа а 
& т © 
+21, 0} 4х, где ц=х--а в о=х-— 0; д) 2а т зщ (уф 
© —а, 


о а хо 
ее | $4025.09 Зах — а | 4х ( 60$ (у — 


х—@( 
— ау. 379. Е" (2) = ЗН) --25Р (х). 3720. Е" (х) = (а), 
если хС(а, 6), н ГР" (х) =0, если хС(а, 5). 3721. Е* (х) 3 
НЫ Ч. АТО де дру (изо) а-ВЭ--Е (д. 8722. Е (5) = 


=(и— Но). — 3723. “—-. 3724, 0,934 --0,428х (при- 
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близительно!). 3725. _ЧЕ_ = В ЧР = Е о 
4 Г: ЧЕ # (1 — #2) 


—. 3729. Ри, (х, у: 0—3919+-/ (=) + 


у (1 — и) Р (хи). 3732. дп Не . 3133, 0, если 


121 < лша?, вели |а|>1. 3734. — эвпа п (1-- 120. 
3735. пагсзша. = 3736. и. (11/2). 3737, ш в . 
а 
ЕЕ 2 
3738. а) ага ВН ные 
++ о 2 аа 
3741. а>0. 3742. Мах (р, )>1. 3743. Е. |< 
4 


3744. р<1. 3745. п< 0 в >. 3746. ›>--. 3747. Схо- 


дится при а>0 и при а= =— лп= 2...) 
3748. Сходится при п>> 4. 3749. Сходится при. р>> 15 
3750. Сходится при —1<л < 2, 3755.1. а) Сходится равно“ 
мерно; 6) сходится неравномерно. 3755.2. Сходится неравно- 
мерно. 3756. Сходится равномерно. 3757. Сходится равномерно. 
3758. (Сходится равномерно. 3759. Сходится неравномерно. 
$760. Сходится равномерно. — 3760.1. Сходится равномерно. 
3761. Сходится равномерно. 3762. Сходится неравномерно. 
3763. а) Сходится равномерно; 6) сходится неравномерно. 
3764. Сходится неравномерно. 3765. Сходится равномерно. 
3765.1, Ь > 108. 3766. а) Сходится равномерно; 6) схо- 
дится неравномерно, 3767. Сходится равномерно. 3768. Схо- 
дится неравномерно. 3769. Сходится равномерно. 3770. Схо- 


цится равномерно, 3772, Нет, 3776. у . 3728.2. & 


3778. а= |. $779. Непрерывна. 3780. Непрерывна. 
$781. Непрерывна, 3782. Непрерывна, 3783. Разрывна при 


1 

— 1)” ты р 

а = 0, 3784. Ри т. 3785. _й. , (2п—Пн ( ;). 
пт 2° (пи 

3788, п, 3190, ш -^. 370. 0. 3702. ти. 

а 


(2а)° (28)28 


. 3795. аг{е и 
(о -- в’ ы 


а 
3793. шв. 31794. ш 
р а 
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з и] 
— атс © (то). эт, ии... 3797. —л(1-— 
т 


©? -{- т? 
— МТ @?). 3798. на 5-8 = 3799. о ет а. (1-4 
++ |а1-— МТ ой). 3800. тп т (11 НВ (850), 
5 р. @- 9 2” 
8801. т (а>0, 8>0. 3802. "ово В) 
- 4 па-- 8 ШВ — (0? -- В) п (а-+8] @>0, >00 
— РЕ ас— 5? 
8803. В 3804. ^/ О 
2 а 
а (а 26) аа — 4аБ 6: -- 24, ^/ Е > , 
202 а 


3806. ^/^ е’/4а, 3807. Аг 3808. ^/л (В —а). 


з800. | ^/=- га. 3810. РУ ры, 3811. (—1)°Х 
2 а 4а /а 


НЕ (= #). 
2141 дм 
нечетная. При х> 0 минимумы в точках 2Ал и максимумы 


х 3812. (л/2) зп В. 3812.1. Функция 


в точках (28 — 1) м, где д = 1, 2, 3,.., Асимптоты у = ыы 


при х+ + ®ну= —-_ при Хх — <. зая. я ИЕ 
— за. зам. Ти |-® В |. 3816. 0, если || < ВВ 
2 & —В 
вто, если [© |==|!В |; по, если |“ |>|В[. 3816. ых 
хХопа 387. - а]. 3818. ВП ао. 3810 ©, 
2 8 4 
3 


3820. — п 
8 


м 3821. =. 3822. а агс1а РВ зй 
о ЕР ОИ 
2 * 4 2 (е-- В)? 


1 
при |х| < 1; р = при х= = ШО (х)=0 при |х|> 1 


‚ 3823. 0 (х) =1 


3824. а) пл па с0$ аб; 6) л зрп а т а6. 3825. — х 


604 ОТВЕТЫ 


хг—191. 3826. зп ае-!%\. — 3897. т: (1—2). 
3878. Пел Ета. г №. 3829. т 50$ 25 еииа а , 
4 Ме — а 


1 п. ас— 9 
р т 1. 
Зе ^/=: тА/= не: “/= 1 ( “ 


+ аа). 3832. г сз (+). 3833. д/л эт (а? - 


л т. . . 
+). 3835. а) прич } 6) р в) а при р> 9%; 
1 р 
д: о — ны 
(р- а} р-1 ы р): = УХ е 


хе “"\Р. 3831. а) 1; 6) #+-: в) е?9*+9', г) ее. 


1 / 
0$ ах. 3839. = 6/20 где © = 2, 
с Ф( ) о ^/2л ‚ дес Л + 65 


5] 
3843. ©. 3844. 2 3845. Я. 3848 м, 
8 22 33 
л 384 3х л 3850 (2— п! 
Не и . ть. ь РУ 
22 512 ми 27+ 
п 
х АЯ. 3851. —" _ (0<т-< и). 3852. Вит, м) 
вый 
в 
-р 1 
©0<т< я). 3853. -“ (5) в( ВИ "т 
п [1 п п 


т-!1 {6 — адтчты 
ар). ев 1, п! 
( И" 2) (ао (от Пе. 


(т> —Ь 1>-1. — 3855. —в(--, '‚--.) "< 0 
т т в 


+ 
или п> 1. — 3856. в" 5) т> —Ьп> 
2 р р 
1). 3857 ии. 3858. 27 х 
—Н. ". — п Я ит 
> пк (1 — 2)" 


2695 — 
2 


1 
|1] 


хт(-" =) (=>). 3881. ГОО > — 1. 


х в(-= ь =) (®>0). 3859. ГГ (-.) (">0). 3860, х 
2 2 п п 
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2 
3862. [=] ф> 1). 386. —-7 РИ (пора 


ар аР+1 $10 рл 
2 
<. 8. м. 1 про. 3804.1. -2 дз, 
$113 ря 27 

| к 

3864.2. 37°. 3865. ш|—_ 2 | 0<р<10<9<1; 
32/2 9 
Е оон 
Е 
0(р=4). 3866. ле лр. 3867. —— в 3868. ш ^/2х. 
т т 
3869. п ^/5л -Ра(та—1). 3870. = (: 4+ т =). 3871.1. 
л 2 4в 
т- —1 

3876. И" (0). 3877. — А (ад. 


2Г (т) с05 т 2Г (т) п о 


3879. ов(--, >). 3880 = Г(,) „3881. (д = 
2п " т(= 


и .-) 
ый: а мА = со Ах 4А. 3882. (= Е ( зы 
л 8 А л 2 А 


> . 
Хх зп Ах 4%. 3683. [ (х) = ый | Аа) АО п, 
л 


А 
0 
оо 
3884. (д = 2. | Пе еОа. над Вбр 
ла а а? -|- х? 
[1 
1 += оо 
= — 1 е-а^. со Ах 4. = 3886. = } сахзтАха. 
а`5 а? х о 
мы В 
3887. Ра --2 | и. зшАх 62. 3888. (= 
л —^ 
«Нос + , А 
—.2. 605 1/2 лад. 3680. Ко =249 | эт 2лпА/ю 
л — х А? — в? 


90 


-- 
мне 


хп ма. — 3890. 1) = 2%. ЕЕ 4). 3891. | (х) = 
и 
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4 
[С 1 1 
= т \ [3-я + | с0$ Ах А. 3892. Н (х)= 
428 АтАх 


4^. 3893. ем = 


х [(. — В" - ©] [(%. -- В) ай] 
ее —^:/4 —- К мл 
ЕЛЕ | е с0$ Ах ЧА. 3894. хе”. == | ле №" зтАх АА. 


оо 
- ее А дока 0); беты 


рут 
21 АышА 
м т 1 док +). 3806. (д = ^/> х 


—@__. 3897, Е) =— ^/* и ЕО 
ЕЕ х=— ЕТ 3898. Е(х) 


=е`”". 3899. Е (х = р снах. 3900. а) Ф (у) = 
и >0). 


2 
6-79 : = —. 
#7 ш>9; 9% =-— т я 


ОТДЕЛ УШш 


3901. -:. 3902. 5 = +: 5= + 
+; з—- . 3903. 9,88. Точное значение 2л (7 — 4/24) == 13,20. 
3394. 0,402. Точное значение 0,4. 3905. 6 < 0,00022.-3006. 1. 
3907. =. 3808. =. 3910. Г= Р(А, В) — Е (А, В — 
— Г(а, в) - Е(а, 6). 3912. а) Отрицательный; 6} отрица- 
тельный; в) положительный. 3913. -. 3914. 1,956 <1<2. 
Г г х 1 1 
3915. ии. 3016. ре им [м1 у ах. 


2 1. 
3917. а 4х р. (х, у "“-] 49 ] #(х, ах. 3918, 


хы 
| (=, пм [& [16 реа | 1(х, ) 4х... 
ё оо у 
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1 1-м 1 ^/1- и 
3029. [4х {| Г да = [4 {| Киа. 
м НТ — 
в  шчудя 1 мя 
3920. &« | Гы умы [4 Г то, да. 
= пруд 8 у—и 


ту а 
3921. | 4х [ Го, ау - [% | Нах, у)ах. 
= а в 


д мя 1 —\Г-я 
3922. Га | Га ум-| | | 194+ 
—2 хз —1 4— 
2 мм 2 р] 
к (х, пы + | 4х | Кох, у) ду. 3924. [4 Е, у ах 
я —\“-я и? 
о оу 
4. | [1 | На, у 4х. 3025. [4% {| [К 4+ 
#? 1 ау 
8 2—5 1 7 у 
4+1“ [ Ким. за. [4% [1 4. 
бу а 
Г] м у 
3927. [% | 1, уе+ [№] (к, 94. 
= —-я гу 
НЫЕ в-уатуг 


1 
3928. | ау (а, у ах. 3829. { || р Но у 4 + 


2—у 


2а 2а 2а 1 в 
+ [1 ре 49 |, ах. а, Г (ху) 4х. 
ау" а у/а Ро 


1 м—агс а и [о эл атс 1т у 
3931. | % | к у [в [ох и. 
аге{т у —  лфжсту 


= $ 
3032. =. 3933. (2 д/5 —): Ма. 3934. >. 3935. 14°, 


35ла4 и 1 ; 
3936. в 3937. | ах { ГЁ(г с08 Ф, ГП ©) 4. 3938, 
Г 


п/2 а с0з 2л | 
Г { Пг сов ф,  гзш Фа, 3939. { а } (со ф, 
=—л/2 « 
®/2 ИУР возес (9-14) 
гп $) 4. 39840, | 49 | П (г 605 Ф, гаш Ф) &, 
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л4 ап ф/соя Ф ЗА аш 
3941. | 49 | 10505, гп) [4 { (г сов, 
5/4 


о 
л а пт $/со5' ф 
гып 9) &%-- [4 | 11 (г с0$ ф, гп Ф) 4. 3942. В *ом 
яд о 
случае, если область интеграции ограничена двумя концентричес- 
кями окружностями с центром в начале координат и двумя лу- 


чами,  исходящими из начала координат. 8943. 


/4 1/с03 Ф я/2 МУтх 
{ 4х а Й (' с05 $, гзт 9) -- | 49 | ПС со $, 
л/4 
1 ЯР у: эго Ие 
гт ф) 47= [гаг | 1 (г соз ф, гп 9) 49+ {[ га АТ 
о 1 


агсс0з ИР 
п/2 


1 
гп ф) а. 3944. [ 4 [ | (0.со8 Ф, г Ф) дг == 
ы 1/2 созес (фк) 
1 л/4+агссоз 117/92 
= [г | (г соз Ф, гэш Ф) 4$. 
и/^/2` п/4—вгссо$ 1/г-/ 5 
я/3 2/08 
3945. | 49 | "К ат = 
я/4 
24/2 4 
ши. \ 2 (г) & -- \ (4—7) п (г) 4". 
г 
р 
л/4 Исоз Ф > м 
3946. [4 | (05$, гм ф)аг= 
о $4 п ф/со3? ф 
агсз т ии — 


! 
= | гаг | (г со5Ф, гп.) @ф-- 
= агсё п нь 


+ | г 4! | (7 со ф, гп $) 4. 
агссо$ 1/Р 
4 ас 
3947. | 4 { П (7505 ф, гз1п $) 47 <> 
—А 


. 1сс05 Ре 
а а в? 


= [74 [ Кг сз Ф, гп ®) 4Ф. 


--— 21003 — 
2 а? 
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р я 1 } [Ы 
о агссо$ — а а 
3948. [№ [| 1$, 04%. 39%. [2 | х 
—аЕссо$ ЕЕ 3 ас а ра 
а а 


а в 1 
Хх, ра. — 3950. 1 Е(ф, г) 4ф. 3951. 2 г (г) а. 


: г 
3952. п \ па \ (- — 4 агссо5 --) 2Ё (г) 4. 


0 


ы з 
3953. 1. т 14а ©) со? фар. 3954. 27° 3955. — бл, 
2 к 3 


зоба. ®._ В" ОИ-ОЕОЬА) 50+ 3. ()”. 
5 аа) (Уа--уа-в) (УБР) ' 2 \а 
ь и и и 
3957. [иа ‚ ио) би. 3958. — (а ок 
а 
плз а 
8059. 4 | 51030 с0580 4| и} (и со5%0, изо) ди. 3861. и ху, 9==х— у. 
о 
1 | 
80962. Кии. 3963. 2 УТ 1 (и ум дам. 
- 


| 


2 х 4 2 
3984. шо | ви. 3965. —. 3966. т з96т. —- 246. 
х 


2 
н 37 

. 3080, 543-°. 3970. 1 шо, 

зы. 543 я 2 
9 5 д 

. 2. 972. п. 4-м. 
3971. 2х 3972. кл 3973. 

4 | з 
З974. авы. 3975. 6. 3976. $ в- 


—34/2`4+44/3°). 3978. [/(0, 0). 3979. — Е (0, если 


ху 
1>0. 3080, 2 АУ а. — ЗМ. Рош 
х з 
— оу <1 \ ту 
2^ 
= [| {(соз Ф, 151 Ф) 46. 3084. (--- 22). 
0 


39-2383 
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3985. --@+9 4/24. 3986. па. 3087. а. аз, 


5_ 2 
3988. -- У 11 (1-- 4/2). 3989. =- . 3900. 2х 
^7` ^ 14” лав а*. 52 
п——. 991. ———-- — 
< ( 7 -+ агсут О и 3991 а а + г 
аё а?6? аб 
992. —— — + — . ‚ — 
3992. а [= 34/3 ы ара ] 3993 6 х 
аз [0 а4бк (а -- 251) 
——-—). 3984. ———ШШШ 
Хх (1 Е Г 68? (а -- 58)? 
1 (26) аь (В — о.) (52 — а?) 
3994.1. ——— . 3995. —. 3996. ————. 
1260 с 70 2+0 и 1) ° 
з 
3907. = м2. — 3908. >. 4—2) —#). 3998.1. == х 
4—Р 
Х (55 — а°) (с — 6"). 3998.2. 
) ? Ф+09+у 
х (59+14-Р — а /9-2) (с-2+19Ь—й — Це ы 
65 189 12 
Е —— аб. 999.1. 4 — | а. 
о 108 а 16 в (а 35 ) 
сз ЕЕ 
4000. > (^/10`—2) агсят _ ь 4001. на 
сё 
4002. х (2, — 21) (562, — $1 211) — (из — из) (511 20, — эт 201) 
2 5 
—- 2 —— —. 
4003. г ла?. 4004. 7 4007. 6 
лЮа 2 88 
00 ————_ А. 409. —-. 10. . 4%. 
4008. 4 З №. 4 105 40 Е: 1] м. 
И 4 3 п 
оо. 4013. ———— Г —| а. 404. —. 
4012 та 212 13 зу (+) 4014 8 
45 16 па? 

015. ——л. 4018. — а. 4017. . 4018 я(1-— 
4 32 х 9 аз. 401 8 ( 
—ег_&). 4019. 2ас. _в-9 #8 я 4020. к з 

Н: 8 
1 4 ыы 
4021. лаб (2—2). 4022. пас (2/2 —1). 
Злабс 2 абс 

023. —. . — лас. 4025. —_ 

4023. 8 4024 З ла 3 


л (в — в) в 


4026. - абс (3л + 20—16 2). 4027. те 
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4028. Эа 4090, -5-. 4090. об шв, 4081, 8, 
2 4 [1 © 35 


4, 
4032. ы лак. — 4033. ‚й 4033.1, @и—тх 
абс 
—1 — 57 з, О 
х (е 3) аз. 40 4035 ЕЕ х 
хга/м)/Г @/п) Гат 2/п). — 4036. а (24/2 —1). 
4037. 164%. 4038. 80° агсут->. 4039. аж 
а №2 
з 
4040. 802. 4041. лл/2. 4042. =. 4043. =" + 
р. 2 
+—— РУ: (1+5 №3) +5 мен об 4044. Хх 


Хх (20 —3л). 4045. 24%. 4045.1. ВУ. + (3+ 10]|. 
1 21 
ал | 
4 


4045.3. 8 © 4 —) а —. 


4045.2. авс (-;+- 
3 а 


4045.4 = 1 (е--г^®). 4046. $ =4л (34-243 ) (1; У = 


т. 4047. (Ф; — $1) (п, — т $1) Аз, где 

Фи. Ф — долготы меридианов, фи, $; — широты параллелей, А —> 
гы эти 

— радиус сферы. 4048. п { ма +мш Е . 


18| 
4049. $ -=а (ф; — фи} [6 (4, — $) Рабсшу, — п); = 4л?о5. 
бе [74 
4050. ю = агсут МЕССИ ИИС . ® де" 
не р а 
4051. 2+ 3 ш(1-- М2 )]. 4052. ж= — 5 
8 а 256 
у = а. 405% ®=и=`-.. 4054. хо = Ед 
@%5 аз ла 
4055. хо = а! [7 Гу : 4056 № = \ = . 


5 16 5 
4057. х = 5% = а. 4058 х=ла; и=- а. 
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а 


4059. = — > | Ш =0. 4060. Парабола и -== 
1 роз й | [1 — 53 | 
ый я 061. ЕН ВОНИ БОВЕ. 2. НВ 
Е МЗбрх. 4061. — 1, р. © т 


С] 
6 = 165: —8,1). — 4062. == @6— 54). 4063. 1 = 
21а. 49ла* Зпа* 
очи =——_—_ 


=. 4064. 1.=1= . 
Е 32 и 42 

2% $ 
4065. ев. 4000. п-т. 4000. -——. 

8 12 

Гы 

069. п=-———. 4070. Х= 0; У=0, х 
4 “= 2 3 ‹ где Х, 
У — проекции силы давления на оси координат Ох и Оу, 
4071. Р, = ла?б (&-- “); Р. = па?6 (в+-—-«). 


4072. Проекции силы давления на оси Ох и 02, расположен- 
ные в вертикальной плоскости, проходящей через ось цилин- 
дра, из которых ось Ох — горизонтальная, а ось О2 — верти- 


[. 
кальная, соответственно равны: Х. = —ла?28 (+ — р «) х 
ь 
Хяпа, 2,:= — 28 (в— - сова) сова; Х, == паб Хх 


х ( + сов [2 ет ©, вла + - 05 ас ©. 4073. Про- 
екции силы притяжения на оси Ох, Оу, 02, соответственно, 
равны: Х = 0, У=0, 2. = АРТИ в #1+ 

-- М6 — № — Уи }, где & — постоянная  тяготе- 


1 Ё НИЕ 
иня, 4074. рер = 5. ро. 4075. А = ны {2ав Мат -- 


зы р ват 
4 аш ЕЯ ыы НЕЙ |. 
1 | 5 1 
в 4077. -ш2——_. 4078. —_. 
ыы 364 16 у 48 


4 л 1 х 1—х 
4079. -_- пабс. 4080. -—-. 4081. ах [ й 42 | Нх, у, 2) ау-- 


1 1-х 1 2 1—7 
- [| Га, в, 94} = #{ч [Г М ь да 
% 


#—х 2--у 
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+1 ву ПО т 9. 4082. [ах { а: г (к, у ау= 


1 Ах — 
1 2 ИА 
= Га? [4у Рау, 4х. 4083. [= ее ау 
0 —2 —ая 


1 


ее ё | Иху ды, т “1 Гуд ах 
2—7 


1 1 2 1 
Га [ИК |+ 42 Г 9 [ Кеуда 
мг 0 1 г эй 


Не | 
в 4085. > [2—2 94+ 
0 0 


+ [о-э4& 4086. Р(А, В, С)—Р(А, В, д— 
1 

РА, в, О—Е (а В, О-+Е(А, в СЕ, В, О 
Ра, 6, О—Ра, Ь, 0. 4081. ——. 4088. ——— (24/2 — 1). 


л 1 
а т 5559 с03$ 
4089, | 4$ | сз фаф | (и 4. 
[9] ту 
зав 16 а 1 
‘ас 248 
ое Зоб аб 
о 4 ме: 7 \а № )х 
1 ! =: 1 } 1 
———— МАЙ. 4093. — ыыы 
х (уму т ВР 
Х (68 — а) [в (1+ вг 28: 4 п “-]. 4094. —. 
ЮЗ 


4085. — 2). 4096. =—— ———, 
Зе й - Мая а 608 
где |9|<1. 4038. а) Е’(1) = алЁЁК(Ё); 6) Е’() = 


[9-7 ху2р (ху: аку а | ‚ где {> 0иИ = (0=х< 


< 0<у<ьЬ 0<2—Ф 8. 4099. 0, если одно из чисел т, в 
Ни 4л те 
еч тесте ИЩИЫКХ 1 

ы тар (пфафр-ИИ 
Г(Р-- ПГЧог(огС-и, 
Гра 75-4) 
ла? 


3 7 2 
4101. —. 4102. —., 03. — а — 4). 104. —. 
35 0 4 31 З аз (3З^ — 4) 4 6 


числа т, пир четные, 4100, 
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32 
4105. ы (3—4). 41060 а. 407. па, 
п2а3 1 л рии 
108. =. 4109. —. 4110. — (2—2 
ыы 42 2 3 2—2) х 
не: в. Тю 4112. бе 
ооо ь Е. Ре 
лзабе _Блав _ 
112.6 ——-. 4113. —^/5 
4 а ——— (3—4). 
4114. т аве. 4115. -- = ут "С 
и. 
4116. (= ++). (-; и 4116.1. г 
(*} 
в абс ах $ 
4117. 4118 41181; ——-. 
а. + в. | 554 400 90 
в Г: 
абс 
| ы — абс. 9. 3, 
4118.2 50 4118.3 абс 41 а 
1 2 3 4х 
. — — — “м —). 121. — @. 
4120 з (8 — а) ^/ - ( +) 412 ‚3 2? 
ла 3 1 
чс 2 С аи . в И ИТТ, ® 
4122. 3, (1 — #71). 4123 о абс. 4124 барс ( я Е ) 
з 
4125. 37-97. 4126. У= т $ $= ). 
_ ВАА 4л АЗ м абс 
127 . 4128. . 4129. ь 
ь 14| З1А| Зп т (л/п) [2 
4130 абс ТС, (.): Эд 
у тп + тр-Е пр г(=+ 1+-) 
т 
4131; — . 4132. дар» (++; =, 
Ё [3 Г: 


2 7 
4133. ( 0, —с +‹). 4134. Хо = У = = а; 25 = 30. аз. 


7 3 3 
4135. хо - ЕР 50 =0; 2 = —— р. 4136. = $“ У 6; 20=2 


176 
З 
= 4137. Хо == и = 0; =. 4138. 0 = 40 = 
5 : 9х 9х 9х 
20 т. 4139. о = да“ ия й 20 = 44а с 
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7 х 
4140. эеи=0 и=-. ЧМ === 
Е "С: 7") м. 
р - 4142. Ж% =  фш=В 
п п 
а а35с абс 
20 =у. 4143. =} =} [ах = 60° 
4144. |1 НЫ, 1 ИЕ 1 ее $3с. 
а ее В 
лаб? азс пабе 
4145. Ту = Ето 1 = 50 , [2 == 50 . 
и 245% 

ЗЕ — р . гы ь 
4146. Гу (15 — 16); Г т (105л — 272); 
2азь 7 
1 = р 7. | же 53; 
и —_ {105л — 92) 414 ху 7 ла 
4 4 153 
1 = лас; Гра ее 4147.1. ‘#56 УГ х 

15л. х 
35; абс; лу = = 65°. 
в РУ в = ов уа © 
г*(--): (=) 
а а 
у г биз 5 об 
п 
ыы -)г (5) | й “(--)"(,.) а 
абс; 1 = -———. 


"(5 "` @) 


4148. Пе т ‚4149. им (4/5 —5). 4149.1. 2—0 


4150. —- м". 4153 1=-М (е+»). де Ма 


$ В 
= 2проа# — масса цилиндра. 4154. = ыы ты 
ы 4л КЗ 
4155. и = 27ро ("--), если г<В; ин = , 


если г>> ВА, где г = Ий-фифа. 4158. и=4лх 
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В: з 
х | Е (р) пт - ЗЕ де г= тит. 
К, , 
4157. и = про {48 — 2) ^/@-Р В — 2-е —1—эх 


х в — 2-22 -+ аш ЕЕ 


#Мт 
Юз 

= — 2при {У — Уи — (21 1—2}. 
4160. Х=0; У=0; 2= —лЕрВ эта. 4181. Сходится 
при р>1!. 4162. Сходится при р>!1 и 9> 1. 


если а Ю, 
а] 141 > 


а, если |а|]< ВЮ. 4159. Х=0; У =0}; 


1 
4163. Сходится при р> т 4164. Сходится при 
1 1 1 
——- — < 1. 4185. Расходится. 4160. 
р 4 2—9 9—1 


1 
(2>9> 1). 4170. тЫ (р> 1). 4171. 27, 


1 
4172. Я {2>1). 4173. 24/2(2 1. 4174. с 


л п х 
4175. пл. 4176. —. 4177. —. 4178. —— е^/8, 
ь 2 2 5 
ьа 
аф л 
где б= в Аш фбсе | 4179. — аб. 
ьс е 
22 - ! 
лга 
4180. ара 4181. Сходится. 4182. 
1 
Сходится при р < 1. 4183. Сходится при а 


1 
ее > 1. 4184. Сходится при р<!. 4185. Сходится 


при р<1. 4187. = 4188. ла. 4189, 1 
З 
8190. 2. 4191. Сходится при Р>> . 4192. Сходится прн 


3 1 1 1 
р<—-. 4193. Сходится при м — < 
2 р 9 7 


4194. Сходится при р<!1. 4195. Сходится при р<!. 
3196. Ю—-ра-9а-/- <ь 9<, г<«). 
4197. ==. 4198. 2*в (--, 1—2) (р<!). 4199. 23, 


ОТВЕТЫ 612 


лз п 
4200. ре , где А = 21|. 4204. а) ет 3 
я 
Е аж 4205. -——_. 4206. Я 
12 п! ра 
т 
по а 4208. ав. 
(п— 1)! (28-1) 141 
{пр 
4209. _—_ 142... 2 4210. п ИС х 
п! ( в-1 ) 
пт [—— 
2 
п?п 
Хх а1аз « © « д. 4211. а 
г (5. ) 
7 + 
(п—1)/2 1-1 (п 1/2 
4210, а А, ЗА. Е 
вт ("= ) г (-—— ) 
2 9 


п/а 1 —. 1 
4218. К” РЕ й (Иа) и"? Щи. 4219. и ети . 
г(») 
2 
п 
4220. ^/=- = 46, где 6 = [а] и А=|-94 ин. 
256 


мленный определитель. 4221. 1--^/5. 4222. м 


— окай» 


з 
4223. 21203 (1 --2л'). — 4224. т (сз 2—1). 4225. 4078. 


4226, 24 ей. 4227. 2а* (-2 ^/2). 4228. та не м 


4229. 24. 4230. А 4231. 5. 4232. ^/3. 4233. | хо |120 
а 


где |ж%|< а. 4234. ‘(И 35 ЕВЕ аа | 
^/ 


4/2 

4235. (1+- -—® ) Ме. 4236. а Г” агс!9 ыы 
а— 2 

4237. ыы (За? -|- 4лзьз) Ур Ьт. 4238. ет лай. — 4239, -. х 


х [2+8 —2"|. 4240. = = фи х 
256 ^/2 
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к _25+44/38 ] 424. 26 (нае), где а = 
17 . а 


Иные. = — эксцентриситет эллипса. 4241.1. =. Хх 


гы < [5—3 ш 3+2 
х (24/2 —1). чан. 2 [343 + м З | 


4243. ит-е л/а в 
ЕЯ т 2/8 — а 


4244. хо == Ур = з а 42441. $. = 5, = > а°. 4244.2. лая, 


4244.3. а) а 5) ЗУ аз, 4244.4. п. 


^2 


44 2 1 
4245. ок = == 20 — ——. 4246. = —; =——;: 
о == $0 == Зл е: 5 № 6 
: ЕН 
„=>. 4247. ыы (5-+--) уе в; 1 = 


= ПИ. = 4248. 8) 0; 6) -; 8) 2. 4249. а) 2; 


62; 92. 4250. —=. 4251. -. 4252. 0. 4263. — 2лаз, 


4254. —21. — 4255. 0. — 4256. 0. — 4257. е-ь 4258. 8. 
а-ь 
4259. 12. 4280. 4. 4261. —2. — 4262. | (и) аи. 


ж Г 
4263. —. 4284. 9. 4265. [| 9(2)4=-+ | ФФ ау. 4268. 62. 
х: и 


4267. 1. 4268 п--1. 4289. г2созь—1. 4271. 2= —+ 
агсе и, 


1 
24/2 21/2 


4273. а=— ое ие+ич+С 4274. а (фу 
дт+ти 
ое С. Цыбь Ч 
ОС 4% 2 Зи + я 
| 


д”+т х 8л 
т (ак + С 4278. 191 <—°. 4270. —. 
ты А < — 


+ у— и +6. — 4272. 


— з 
4280. — лат, 4281, 21 4/2 о\ п («= <). 4282. ^^. 
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4283. —4. 4284. — 53 => р 4285. 0. 4286, 5 —а. 


х р 2: ж-Низ-- 24 
4287. | (дах | ФФ +] ха. 4288 | Та, 
х РИ 2; 


жил 
А я+а 
4289. { и! (и) ди. 4290. и= = (23-348) —2хуг+С. 
4291. и=х т +С. 4292. ик шУ@тутЕа + 


2 


+{ ага с. 4293. А = — тв (21—21). 4294. А = 
ху 
о 4295. А -* (----— ‚  ГДе гр 
2 т Га 
= ли +2 {=1, 2). 4296. 1 = Гуа. 


ла‘ 


4297. —-. 4288. . 4299. —2лар. 4300. —-=х 


х ("—1). 4301.0. 4302. П—1ь=2. 4303, = 
4304. т3 + о) — в) — пы) х 
х (и). 4305. Р = 0: ‚ Ч=&х-- 288 ‚ где и — дважды 
9х ду 
дифференцируемая функция и Ё — постоянная величина. 
4306. АЕ (х, ео [УЕ (х, и)]. 4307. 1) 1=0; 2) 1=2л. 
дх ду 


а 
4308. лаь. 4309. + поь 4310. =. 4311. =. 4312. аз, 


}. 
4313. +—. 4313. —— Вет, 21-1) ав. 


9/3 
г*(-- т (1-—-)= 
ее |, 
г(-— й за 
в п 
авс? 
4317. ————_. 4318. л(п- 1) (п--2) г; бля. 4319. лх 
В ("+1 (+2) 


хм— 1 п—2) 2; блл. 4320. 443, 4321. зип (аа — 8. 
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4322. | = 2. зп 2. >. ‚ где сумма распространена на все 
точки пересечения и ф (<, И=бнф(х, у) =0, лежащие 
внутри контура С. 4324. | = 2$, где $ — площадь, огра* 
ниченная контуром С. 4325. Х, (ж, %)-Н У, (ж, и). 
4326. Проекции силы на оси координат равны: Х = 0; У= 
= 2АтМ/па?, где & — постоянная тяготения. 4327. и == 2х Х 


хи, если р = Ма - у А; и= 2х8 мы. если 
о 


ф > В. 4328. 11 == Я ртсоз тф, А рт ут тф, 
т т 
л л 

ели Ор 11= ——р"со; тф, [, = -— р-" чп тф, 
т т 


если р> |. 4329. ц = 2л, если точка А (х, у) лежит внутри 
контура С; и = л, если точка А (х, и) лежит на контуре С; 
и == 0, если точка А (х, у) лежит вне контура С. 4330. Ку=з 
= ло” соз тф, К: = пр" зш тф, если Озр<1; К: =0, 


К» = 0, если р = 1; те о 


если р>1. 4339. 9 = (а: + = ау; о 


вы Е (1 — 9) 42 — © — 2) 4}; я 


х«-—24-@—9 4 н,-ыф -: (5) 4 —(п--у) ая. 


4341. п — Г; = (41—23) а*. 4342. >. л^/2 аз. 4343. лаз, 

4344. Е (1-- ^/2). 4345. 3—9. + (3 — Иша. 

ав. 6 м +5). 
420 З а: те 


4348. п? [а /Т-- ая -- м (а-- Та?) 4349. 


4 
тах 


Жсота (0 <а< г) 4350. т Мб аз. 4352.28 М6 и. $ 
о 5 


4352.1. ла’. 4352.2. 4353. 


23 


лроа*. 
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2. # ] г 
ааа. _пбоа Вай 2 а, в ь-о 


12 
даб а 43560 ира; ь=- (РИ. 
9х л 


2 


4356.1. а) 4004; 6) д [Е (В+ на =. 4356.2. ^/3 
=. 


4357. Проекции силы притяжения на оси| координат Х ==0; 
з 

У =0; 2 = лётро Ш -. 4358. ц = 4про пил (2. а ‚ где 
го 


п=^/2 +8. 4359. Ро = 2) если |#| < 


л (#5 ^/2) в. 
6 


</\3; Е()=0, если 111>^/5. 4360. Е (д= 


4361. ЕР =0, если #<7—а; Р= ы 


[42—(— 01|, если г —а< 


<1<и--а: Е=0, если {> г-+а(>0. 4362. 4лаз. 
кз. [| но } 0—0 / #0 #0 ] = 
а Ги) с 
4364. 0. 4365. к (2268--а1с2-- 61). — 4366. ео Вз, 
а 
р 


4367. — ла" ^/З. 4368. а 4369. 2 пл, $. 4370 0. 


4371. —2ла (а 1). 4372. 2лЮ". 4373. —-- аз. 4374. 0. 


4376. 3 | { { (хе - уз - 22) ахауаг. 4377. 0. 
у 
1378. 2 4315. [ [[ Аибедуае, где Диз 
Мати а у 

0? ди ди 4^_ 

= . 4330. 0. 4384. в — с 
дх т ду? г 02 р 5)! ь 

2 о 


4385. и 4385.1. 21275. 4387. За“. 4338. Е ла. 
ди’ 


4389. 1. 4392. а) | =0; 6) 1/1 =4д. 
4401. а) а ц (0) =3# —2] — 6, |ога@ и (0)|=7, ©0$ а=3/7, 
605 В= — › с05 = -=- 6) вгад и (4)=61--37, | стад и (А) [= 
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=3 4/5, с0за= —^—, соз В= ——, с0$ у==0; в) вга и (В) = 
5 5 
= 71, |Егад и (В)| =7 с05“=1, с05В=0, созф == 0} 
етаё и =0 в точке М (—2, 1, 1). 4401.1. вгад и (М) = 
== 127 —9] — 20, | гади (М)| == 25, 0$ @& = 
12 9 4 ди 3 
=-—, с = —-——>, 20$ у= — —, —=——. 


5 91 2 


4402. а) ху == 2%, 6) х= у=о и а в) х= у= 2. 


3 3 
4403. г=1. 4404. И = Ти >> 16) 
$ з уз 
о АИ 7 = |; шах и = 20. 4405. созф = — 8, 
950 1024 9 


4406. Поверхности уровня — полости конусов; поверхности 
равного модуля граднента — торы;  Ши=0,  зири= Ц 
| Ас] 


| вгаф м (хо, уш, 20)| “ 
4409. а) ^^; б%; 9 —-”.. 4410. Г -^. 44а. с. 
г 3 г 


ИН [гад и |-=0, зир | Ега@ в | = -. 4407. 


4412. № (2.6) — 26(с-г). 4415.1. а) ягаб и = ы. се, х 


х + +-——е., где е, == #505 Ф--] т Ф, ер= —ф;тф- 


-- 1 со$ Ф, е; = .. — орты, касательные к соответствующим ко- 


ординатным линиям; 6) вгад и аа: + — уе ++ х 
д 90 гп 


хи где е; = # со; ф зт 0 --]/ о ое еб = 


== { <03 Ф с0$ 0-7 5т Ф со; 9—# $10, ер= —Ё зп ФН] созф — 
орты, касательные к соответствующим координатным линиям. 


чае. где г= яр л; = га и, 
у 


ди — — 608 (1, г) ; ди 0 вл 
9! 


если а= Ь=с. 4417. 
91 


т 
ди отаё и вгадйо , ди 


418. 94 аб и бтав о . 0 . 

{|г. 4418. Е ЕЙ бя 0, если ртад и | ога о 

цю. а- УИ ПУ я Е-у:, 
им уяти 


4420. у = с1х, 2 == см. 4422.1. Чу а (М) = 18/195; П = 


= А 4423. 0. — 4425. Фу (вга@ и) = Ац, где Аи = 
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ди ди ди „ 2 н(л. ты 
ЕВ аа и 2198 а 
2 


2, где сис: — постоянные 4427. а) 3; 6 —. 
г г 


#428. РО. (с.г). 4429. ЗЁ (г) -Н с (г; ГО = Е. ‚ где 
т 
с — постоянная. 4430. а) иди -- (яга и)?; 6) иАо -- стад их 


Хх вгад о, где Аи — оператор Лапласа. 4431. Чу = 0; Чу ш= 
— —20?. 4432. 0, вне притягивающих центров. 4433. Чу а= 
1 д дао 
=— | ——_ (га 
г [-5; р 9 
на координатные линии ф == соп3{ и г = соп$. 4434. фу а= 
1 9 д 9 
—— (ММа — (Ма) + — (Ма | где 
мм [52 Мао + (мы + 5 Ма) 
аи. @, аш — проекции вектора а на соответствующие коорди- 


Е ДЕ 


Если г, Ф, 2 — цилиндрические координаты, то Фуа = 


--- [52 29+ ое 


|, где аг, ау — проекции вектора ® 


г да. ==]: если г, 0, ф--сферические 
дг 


координаты, то Фу ЕР [-- (та, т0)-г 9 (ао тб) -- 
725110 у 09 


+’ ые]. 4436. а) 0; 6) 0. 4436.1. гйа (М) = — 51 — 
9х 4 
5 = В 

—1-+ — № тора (М) = — 14т, ©0905 & = ————, 6с05В = 
2 3 141 


ю г — и. ———(иже|; 6) 2) с-- 


› су =——_—. 44371. а) 
141 м 

+ РО ее.) церуь 4439. 8) 0; 600. 4440. мо 
г 


= 201. 4440.1. гора = г: [-- (га) —“] Ё, где аф и а, — 
г Е д 9$ 


— проекции вектора @, соответственно на координатные линии 


Г == с005{ и ф= с01$. 4440.2. а) о 


оон ее - ыы 


624 ОТВЕТЫ 


в;=ах со; фа, п ф, ар=-—вх Чт Ф-Рау с0$ Ф, а;=аи 6) Го4 @== 


1 д й дав 1 1 да, 
29: в— р С На 
гп 0 о ‘бт 9$ + г Ге 9$ 


ав -- — [-- (гав) —=] еф, где а, = ах с0$ Ф зп 9 
9’ г д 09 


ат фт 0 - а, с0$0, а = ах с0$ ф с0$ 9 - а, Чт Ф соз 0 — 
у Ф у 


— 4.5116, ао = — вх зто -[ аусо$ $. 4441. а) 0; 6) м. 

442. 0 60 445 л 4444. —. 4445. ©, 

4445.1. ©. 4447. 4лт. 4448. у г. 4450. р-04. 
5 р 9: 


= 91% (Ё рга@ и), где с — удельная теплоемкость и р— плотность 


тела. 4462. Оля. — 4482.1. 8. 12. 4452.2. -е+а- 


"В 
— 1221). 4453. | Ки гаг. 4454. а) 2л; 6) 2. 4455. а) Га» 
г 
А 
= 0; 0) Г-=2ил, где в — число оборотов контура С вокруг 
осн Ог. 4455.1. го а (М) = — 71—28, Г = — п (с0$ В-2 с0$ 7) 2. 


4458. “-{( ЗЕ 4х ду, г-(((>=— ах аи; 
х 
5 


дх ду К ду 
ди ди ди до 
—е = — = —. 4457. и = хуг . 
Ея ртр 9х уг (Хуа С 


д 
44871. 2. 4453. ив", 4459, их у = у. 
3 г г: 


= 
где г;— расстояние переменной точки М (х, у, г) от точки М; (1= 


Г 


=1,2,..., п). 4460. и (х, у, г)= | ИС) аь где му, 


го 


